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Feuilles de réponses

Notations :
Dans tout le probléme :
* R[X] désignele IR-espace vectoriel des polyndmes a coefficients réels.

e Pour tout n € N, on note R,[X] le sous-espace vectoriel de R[X] des polyndmes a coefﬁc1ents
réels de degré inférieur ou égal a n.

¢ C(R4,R) désigne le R-espace vectoriel des fonctions continues sur R4, & valeurs dans R.
¢ Onnote E = {f € C(Ry,R) telle que Vx € ]0,+00[, ¢ — f(t)e™* est intégrable sur R+ }.
» Onnote F = {f € C(R4+,R) telle que f estbornée sur R+ }.
e Pour tout f dans E, on appelle transformée de Laplace de f qu’on la note L(f), la fonction
définie par :
+co
Vx €10, +o0[, £(f)(x) = fo F(£) e at.

Dans tout le probléme, on admet que :

+o0 )
/0 e tdt=n!, VYneN.

Selon 1'usage, on convient d'identifier un polynoéme et la fonction polyndmiale associée.

On se propose dans les parties I, IT et IV d’étudier la transformation £, d’en établir quelques proprié-
tés, d’examiner certains exemples et d’utiliser cette transformation pour l'étude d"un opérateur. La
partie ITI, qui est indépendante des autres parties, est consacrée a I'étude de la transformée de Laplace
d’'une variable aléatoire.

Partie I : Généralités et propriétés de £

Q.1> Montrer que E est un IR-espace vectoriel.

R R R R R I R I R R Cras e ss s st aen s Cerereesases et s e a0




......... PR I R R R R R R R R I I I R R

D I I T IR AR S AP A I ST AP P IR R R I I see et s ee s e e I R R
..... b e v reera s e ans e e s a b [ T T R R I I R I IR ST S SR R A AP R} R RN
......... trer e e .o R R I R R R R R I I A A
Cre s s . R I IR s R T S A A I A AT A . bes e R

shas e a s s s essreaen s tees s earasecena s tss s e s s e s s e R R sree e

Q.2 > Justifier que Vapplication f — L(f) est linéaire de E dans F (R}, R), ot F(R}, R) désigne
I’espace vectoriel des fonctions de R dans R. ’

s e e R R R I A I AP I e s P N I I I S NI ) veene ..
............. P R R R R R I R R I I R R A S R I
.................................................. . oo LI T T R S N I IR
e e e e e R Cee e s e . DR A s s trres st R R
eenae e R R R R I LI R T A I NI R I R T A A ] IEREEEREEN

. . . teevererres et g . cess v e cee s reseun R RN e
s e s eneen e ves s s et se s P R R R R R I A A T A AP R RN S e et e v ar et a s e
................ . R R R I Y R R R I I A N R I SO .

bes e R . se s e e . P T I R R . 0 . tess et e s enr e . veessena
................................................... P I R IR . ce s e
.......................... [ R R I B I I R A ]
. . et it e are s s e s e s e s st es e R R R R R R R R R ] oo IR
................. P R R I I R U I R A I R A
D I I I IR I vee . S ss e serresessts s DRI A R IR I I A AT A} beseeeenn .o

S R R R N I LI I R R R R N N A AL

On suppose que f est dans E et que g_lirf.l f(t) = £ € R. Soit (an)nen une suite de réels strictement
o0
positifs qui converge vers 0.

Q.4 > Montrer que f estdans F.

I R R R R R I trs et e s eass s e eers e IR I R P I I I R R R vesess e v
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Q.7 > Lorsque £ # 0, déterminer un équivalent de £(f) au voisinage de 0.

.....................................................................................................

.....................................................................................................

.....................................................................................................

.....................................................................................................

.....................................................................................................

.....................................................................................................

.....................................................................................................

.....................................................................................................

.....................................................................................................

Soient f € Eetn € IN. On pose pour tout t € R, g,(t) = t" f(t).

Q.8 > Pour x > 0, justifier I’existence d’une constante A > 0 telle que : " et g e”'xf‘, Vi > A.

En déduire que g, est un élément de E.

.....................................................................................................

.....................................................................................................

.....................................................................................................

DIWOINIMAN

Q.9 > Montrer que la fonction L(f) est de classe C® sur |0, +oco[, puis exprimer pour tout n € IN, sa
dérivée n-ieme (L(f))" en fonction de £(g).

.....................................................................................................

.....................................................................................................

.....................................................................................................

.....................................................................................................

.....................................................................................................

.....................................................................................................

.....................................................................................................

.....................................................................................................

.....................................................................................................
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" Q.10 > Dans cette question, on suppose que f(t) =1, Vt € Ry.
o !

Montrer que pour tout x > 0, £(gn)(x) = prrsy

. Qa1 Soit P € R[X].
' » Justifierque P € E.
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Partie II :

Dans cette partie, on pose pour tout ¢ € R}

Q.12 > Justifier que f se prolonge par continuité en 0. On note encore f le prolongement obtenu.

Etude d’un exemple

t t

+0o00
intégrales suivantes : I = e ¥dt, L=

Concours PC




|

+ Z te—(n+1+x)tdt.

+o00 +0
n=0

+
8
—

3
i
A
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Partie III : Transformée de Laplace d’une variable aléatoire

Soit (€, A, P) un espace probabilisé. Si X est une variable aléatoire discréte sur (), 4, P).
On définit la transformée de Laplace de la variable X, lorsqu'elle existe, par la fonction de la variable
réelle t, Ly : t — E(e*) ott E(e**) est I'espérance de la variable aléatoire e'X.

A- Cas des variables aléatoires discrétes finies

On suppose que l'univers () est fini. On considere X une variable aléatoire discréte telle que
X(Q) = {x1,...,x},r € N* avec xy, ..., %, des réels deux a deux distincts.
On rappelle que pour tout t € R,

Lx(t) = E(e*) = iet"f]P(X = x;).

i=1

Q.16 > Calculer Lx lorsque X suit une loi de Bernoulli B (p) de parametre p, p € [0,1].

Cessenene .. Pes e . eeesa s . tesererr v . D A P A cee .o de v e renas s DR R A .
..... T T L T T 4es s et e
.o ee e e .o T T S S “a tes v et e fea s ae e IR ‘e seee . . .
......................... L I T T S D I A Y . L R Y
.................... R R I . . R T T T S R R T R .
......... . . .o R R R R I S T I I S S . . .. R seaes

Q.17 > Montrer que Lx est développable en série entiére sur R et que :

¥ E(x™)
VteR, Lx(t) =) ——t"
4 X ' -
n=0
e e e, e, e et e, e,
e e, e e e e e, e, .
...... e e ettt e et e e e ey
....... e ee e ee et e e e n et et a ettt et e et e et eeaan e bree ey
e, Ceeeeeeeaas e e et e e T, .
i, e e, et i, e .
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.

En déduire que Lx est de classe C™ sur R et que pour tout

X et Y suivent la méme loi, si et seulement si, pour tout réel ¢, Lx(t) =

Ly(t).

Pour tout entier i € [[1,7] et x; € X(Q2), on note h; la fonction définie sur R par I;(t) = et%i. On
admet que la famille (hy, ..., h,) est libre. Montrer que cieux variables aléatoires discretes finies
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Q.20 > Montrer que si X et Y sont deux variables aléatoires discretes finies indépendantes, alors pour
tout réel t, Lxy(t) = Lx(t)Ly(t).

.....................................................................................................

.....................................................................................................

.....................................................................................................

.....................................................................................................

.....................................................................................................

.....................................................................................................

.....................................................................................................

.....................................................................................................

.....................................................................................................

.....................................................................................................

.....................................................................................................

.....................................................................................................

.....................................................................................................

.....................................................................................................

B- Cas des variables aléatoires discretes infinies

Soit X une variable aléatoire discréte a valeurs dans N. On pose Dx = {t € R, E(¢'X) est finie} et on
rappelle que pour tout t € Dy,

Lx(t) = E(X) = +f e"P(X = n).
n=0

On admet que les résultats démontrés dans les questions Q.18, Q.19 et Q.20 restent vrais dans le cas
des variables aléatoires discrétes infinies.
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Q.22 > Soit Y une variable aléatoire qui suit la loi de Poisson P(A) de parametre A, A € RY. Justifier
que Dy = R puis calculer Ly(¢), pour tout t € R.

En déduire 1’espérance et la variance d'une
de parametre A > 0.

variable aléatoire i suit la loi de Poisson P(A)

S R R R R I R U L A A R
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Q.25 > On consideére X et Y deux variables aléatoires telles que X suit une loi de Poisson de parametre
A € R}, Y suit une loi de Poisson de paramdtre 4 € R} et que X et Y sont indépendantes.
Justifier que Dxy = R puis déterminer la loi de la variable aléatoire X + Y.

Partie IV : Une utilisation de la transformation L
A- Etude d"un endomorphisme de R, [X]

Soit n € IN. Pour tout (P, Q) € (R,[X])? on note:
+o0
(P.Q):= | P()Q(t)e"dt.

+o0
Q.26 1> Justifier que, pour tout (P, Q) € (Rn[X])?, Vintégrale A P(t)Q(t)e~tdt converge.
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PR R

£

o Vol

Montrer que (-, -) définit un produit scalaire sur R, [X].

Par la suite, on munit R, [X] du produit scalaire (-, -} et on note pour tout P € R,[X],
|P|| = 4/{P, P) la norme associée. On considére l'application ® définie sur R,[X] par :

®(P)(X) = (1 - X)P'(X) + XP"(X), VP € Ru[X].

Q.28 > Prouver que & est un endomorphisme de Ry, [X].

Ecrire la matrice de & dans la base canonique Be = (1, X,...,X") de R,[X], puis déterminer
son spectre dans R.
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.....................................................................................................

.....................................................................................................

.....................................................................................................

.....................................................................................................

.....................................................................................................

.....................................................................................................

Q.30 > Vérifier que pour tout P € R,[X] ett € R, ona: &(P)(t) = €' (te ' P'(t))".
Déduire que pour tout P, Q € Rq[X],ona:

(®(P), Q) = (P, ®(Q))-

.....................................................................................................

.....................................................................................................

.....................................................................................................

.....................................................................................................

.....................................................................................................

.....................................................................................................

DITMEINEMAN
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deg(P) =k
B- Vecteurs propres de ®
Soit k € [0, n]. On considere sur R I'équation différentielle :
(&): x(1—-x)y+&+1-x)y=0.
-Q.33 > Résoudre I'équation (&) sur |1, +oo].
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Soit P un vecteur propre de & associé a la valeur propre —k.
Q.34 > Vérifier que pour tout t > 0, (1 — t)P'(¢) + tP”(t) + kP(t) = 0.

Q.35 > Prouver alors que pour tout x > C, L(tP”)(x) + L(P')(x) — L(tP')(x)
‘ ot1 L est la transformée de Laplace définie au début du probleme.

L I I I R L R R I I R S N I A R R R

Q.36 > Montrer que pourAtout x>0,ona:
(1) L(P')(x) = —L(P)(x) — 2(L(P)) ().
2) L(tP")(x) = —L(P')(x) — xL(P)(x) — x*(L(P))'(x)

Concours PC Epreuve de Mathématiques




(x = 1)
k1

considere la fonction f; définie sur |1, +oo] par : fi(x) =

;2 Q.38 > Justifier que pour tout x €]1, +oof, L(P)(x) = Bfi(x), out B est une constante réelle.

L R I R R I I I R R R R R R R T




Q.40 > Montrer, en utilisant la question Q.10, que pour tout x €]1, +oof, ona:

_ . (=) g
fi(x) = L(Qr)(x), ot Qk(X):;) G

i

Q.41 > Conclure, a I'aide de la question Q.11, que E_;(®) = vect(Qy), oit E_¢(®) est le sous-espace
q q P
propre de ® associé a la valeur propre —k et vect(Q) est le sous-espace de R4[X] engendré par
le polynéme Q.
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Pour tout k € [0, 7], on note ¢ la fonction définie sur R par : gi(t) = tke ",

Q.42 > En utilisant la formule de Leibniz, montrer que Qx(t) = —;—'et(p,((k) (t), vt € R, ol go,(ck) désigne la

dérivée k-iéme de gy.

Q.43 > Montrer que pour tout i € [0,k], ona:

400 1Y ;400 . .
Qi =g [ el war =1 [ 0P el (e

Cerrreseseaeras e S R R R
......................... S R R
Ceresarererenrenrar e se e aatarreerses e vesrraaan Ceseenn Veresst it ittt rereneesannannne .
..... e R R I P
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Q.44 > En déduire que
(-1F [+
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Pour tout k € [0, n], vérifier que Q,(ck) = (—1)¥, puis montrer que ||Qk| = 1.

fiant pour tout k € [0, 7] :

(i) O(Qx) = —kQx,
(i) Qx(0) > 0.

Prouver que la famille B, = (Qo, . .., Qn) est 'unique base orthonormée de (Rn(X], (-, -)) véri-
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Q.47 > Déterminer Qp, Q; et Qa. o

On suppose, dans la suite, que n > 3 et on note Pg,|x) la projection orthogonale de R, [X] sur Ry[X]

Q48> Exprimer Pg,[x] (X®) en fonction des polynémes Qo, Q1 et Q».

Q.49 > On considere I'application :

¥:R3 - Ry

+o0
(a,b,¢) = /0 (8 = af® — bt — c)2etdt.

Montrer que ¥ atteint son minimum en un unique triplet (ag, bo, ¢o) de R® que I'on précisera.
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L'usage de la calculatrice et tout autre dispositif électronique est interdit.

Redlgez vos réponses exclusivement dans les espaces prévus sur les feullles de reponses En cas de manque
de place, uuhsez l’espace supplémentalre sxtué a la fm du cahler, en précxsant le numéro de la queshon et
en 1nd1quant clalrement dans l'espace 1mhal que votre réponse se pours ,1t en annexe Si vous détectez une

_‘erreur ou une mcohétence dans l’énonce, mgnalez—la 1mpérat1vement sur votre cople tout en poursulvant

.votre trava11

Notations :
Dans tout le probleme :
* R[X] désignele ]R-espace vectoriel des polynomes a coefficients réels.

¢ Pour tout #n € N, on note R, [X] le sous-espace vectoriel de R[X] des polyndmes a coefficients
réels de degré inférieur ou égal a n.

* C(R4,R) désigne le R-espace vectoriel des fonctions continues sur R, a valeurs dans R.
e Onnote E = {f € C(R4,R) telle que Vx € ]0, +o0[, t —> f(t) e est intégrable sur R, }.
e Onnote F = {f € C(Ry4, R) telle que f est bornée sur Ry }.

* Pour tout f dans E, on appelle transformée de Laplace de f qu’on la note £(f), la fonction
définje par :

+oo .
Vx €0, +oo[, £(f)(x)=/0 F() e dt.

Dans tout le probléme, on admet que :

400
/ the tdt =n!, VneN.
0

¥

Selon 'usage, on convient d’identifier un polynéme et la fonction polynomiale associée.

On se propose dans les parties I, II et IV d’étudier la transformation £, d’en établir quelques proprié-
tés, d’examiner certains exemples et d’utiliser cette transformation pour 1’étude d’un opérateur. La
partie III, qui est indépendante des autres parties, est consacrée a ’étude de la transformée de Laplace
d’une variable aléatoire.



Partie I : Généralités et propriétés de L
Q.1> Montrer que E est un R-espace vectoriel.

Q.2 1> Justifier que V'application f +— L(f) est linéaire de E dans F (RL,R), ot F(R%,R) désigné
l'espace vectoriel des fonctions de R} dans R.

Q.3 > Soit f € F. Montrer qué f € E, puis déterminer xll;rfm L(f)(x).

On suppose que f est dans E et que t_l_J){lx_l f(t) = £ € R. Soit (an)nen une suite de réels strictement
o0

positifs qui converge vers 0.

Q.4 1> Montrer que f est dans F.
+o0
Q.5> Montrer que pour toutn € N, ona: a, L(f)(an) = /(; e“f(zt—) dt
n
Q.6 > En déduire, a 'aide du théoréme de la convergence dominée, que nl—i}}rloo an L(f)(an) =4

Q.7 > Lorsque £ # 0, déterminer un équivalent de £(f) au voisinage de 0*.

Soient f € E et n € IN. On pose pour tout t € Ry, gn(t) = t" f(t).

Q.8 > Pour x > 0, justifier 'existence d’une constante A > 0 telle que : " e g e'%, Vt > A.

En déduire que g, est un élément de E.

0.9 > Montrer que la fonction £(f) est de classe C* sur |0, +oo], puis exprimer pour tout # € N, sa
dérivée n-ieme (L(f))™ en fonction de L(gn).

Q.10 > Dans cette question, on suppose que f(t) =1, Vi € R;.
n! :
Montrer que pour tout x > 0, L(gn)(x) = prasy
Q.11 > Soit P € R[X].
» Justifierque P € E.

»  Soita € R%. Montrer que si pour tout x €]a, +oo, L(P)(x) = 0, alors P = Og[x]-

Partie II : Etude d’un exemple

Dans cette partie, on pose pour tout t € R, f(t) = et—t—-I -1+ %

Q.12 > Justifier que f se prolonge par continuité en 0. On note encore f le prolongement obtenu.

+4-00 +o00
Q.13 > Calculer les intégrales suivantes : [ = / e *tdt, L= /(; te~*dt, x €]0,+ool. .
: 0 \

400 o0
Q.14 > Prouver que pour tout x >0, L(f)(x) = / Z e~ (nF1+x)Ege

| ' | | e g
Q.15> Montrer alors queVx >0, L(f)(x)= 2—% - % +3 -(—71—;17)5
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Partie III : Transformée de Laplace d’une variable aléatoire

Soit (0}, A, IP) un espace probabilisé. Si X est une variable aléatoire discréte sur (Q), A4, P).

On définit la transformée de Laplace de la variable X, lorsqu’elle existe, par la fonction de la variable

réelle t, L : t > E(e'X) ott E(e'X) est I'espérance de la variable aléatoire e'X.

A- Cas des variables aléatoires discrétes finies

On suppose que l'univers () est fini. On considére X une variable aléatoire discrete telle que
X(Q) ={xy,..., %}, r € N* avec xy,..., %, des réels deux a deux distincts.
On rappelle que pour tout t € R, '

. :
Lx(t) = E(e*) = Y ™P(X = x;).

i=1
Q.16 > Calculer Lx lorsque X suit une loi de Bernoulli B(p) de parametre p, p € [0,1].

Q.17 > Montrer que Lx est développable en série entiére sur R et que :

400 7
VteR, Lx(t) =) -E-(i'lt"
. n=0

Q.18 > En déduire que Lx est de classe C* sur R et que pour tout n € IN, [,(")( 0) = E(X").

Q.19 > Pour tout entier i € [1,7] et x; € X(Q2), on note k; la fonction définie sur R par h;(t) = . On
admet que la famille (k;, ..., k) est libre. Montrer que deux variables aléatoires discretes finies
X et Y suivent la méme loi, si et seulement si, pour tout réel ¢, Lx(t) = Ly(t).

Q.20 > Montrer que si X et Y sont deux variables aléatoires discreétes finies indépendantes, alors pour
toutréel t, Lx,y(t) = Lx(t)Ly(t).

Q.21 > Déduire Lx lorsque X suit une loi binomiale B(s, p) de parameétres s et p, s € N* et p € [0, 1].

B- Cas des variables aléatoires discrétes infinies

Soit X une variable aléatoire discréte & valeurs dans N. On pose Dx = {t € R, E(e'X) est finie} et on
rappelle que pour tout t € Dy,

Lx(t) = E(e) = fefﬂw(x =n).
: 0

On admet que les resultats démontrés dans les questions Q.18, Q 19 et Q.20 restent vrais dans le cas
des variables aléatoires discrétes infinies.

Q.22 1> Soit Y une variable aléatoire qui suit la loi de Poisson P(A) de parametre A, A € RY. Justifier
que Dy = R puis calculer Ly(t), pour tout t € R. :

Q.23 > Exprimer l'espérance et la variance de la variable aléatoire X en fonctxon de L% (0) et L%(0).

Q.24 > En déduire I'espérance et la variance d"une variable aléatoire Y qui suit la loi de Poisson P(A)
de parametre A > 0. ‘

Q.25 On consideére X et Y deux variables aléatoires telles que X suit une loi de Poisson de paramétre
A € R%, Y suit une loi de Poisson de parametre y € R’ et que X et Y sont indépendantes.
Justifier que Dx4y = R puis déterminer la loi de la variable aléatoire X + Y.
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Partie IV : Une utilisation de la transformation £
A- Ftude d’'un endomorphisme de R, [X]

Soit n € N. Pour tout (P, Q) € (Rx[X])? on note::
(P,Q) := /0 ™ p)Q(t)ett.

+o00
Q.26 >> Justifier que, pour tout (P, Q) € (Rn[X])?, I'intégrale /0 P(t)Q(t)e~'dt converge.
Q.27 > Montrer que (-, -) définit un produit scalaire sur R,{X].

Par la suite, on munit R, {X] du produit scalaire (-, -) et on note pour tout P € R,[X],

|Pl| = 1/ (P, P) la norme associée. On considére l'application ® définie sur R,[X] par :
®(P)(X) = (1 - X)P'(X) + XP"(X), VP € Rp[X].
Q.28 > Prouver que & est un endomorphisme de R,[X].

Q.29 > EKcrire la matrice de ® dans la base canonique B¢ = (1,X, ..., X") de Ry[X], puis déterminer
son spectre dans R. ’

Q.30 > Vérifier que pour tout P € Ry[X] ett € R,ona: ®(P)(t) = el (te ' P'(t))'.
Déduire que pour tout P,Q € R,[X], ona:

(@(P),Q) = (P,O(Q)).

Q.31 > Montrer que les sous-espaces propres de ® sont supplémentaires orthogonaux dans R, [X].
Q.32 > Soit k € [0, n]. Prouver que si P est un vecteur propre de P associé a la valeur propre —k, alors
deg(P) = k.
B- Vecteurs propres de @
Soit k € [0, n]. On considere sur R l'équation différentielle :
&): x(Q-x)y +(k+1—x)y=0.

Q.33 > Résoudre I'équation (&) sur ]1, +oo|.

Soit P un vecteur propre de & associé a la valeur propre —k.
Q.34 > Vérifier que pour tout ¢ > 0, (1 —¢)P'(¢) + tP”(t) + kP(t) = 0.

Q.35 > Prouver alors que pour tout x > 0, L(tP”)(x) + L(P')(x) — L(tP')(x) +kL(P)(x) =0,
ot £ est la transformée de Laplace définie au début du probleéme.

Q.36 > Montrer que pour tout x > 0,ona:
(1) L(tP")(x) = —L(P)(x) — x(L(P))' (x).
@) L(tP")(x) = —L(P')(x) = xL(P)(x) = x*(L(P))'(x).
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Q.37 > En déduire que L(P) est une solution sur }0, +-oo[ de I'équation (&).

1}k
On considere la fonction f; définie sur |1, 400 par: fy(x) = —(-%J%)—
Q.38 1> Justifier que pour tout x €]1, +o0of, L(P)(x) = Bfi(x), ol1 B est une constante réelle.

LG e |
Q.39 > Vérifier que fi(x) = Z‘:)(—l) prra Z{‘) Y pres v €]1, +o0l.
1= 1=

Q.40 > Montrer, en utilisant la question Q.10, que pour tout x €1, +-co[,ona:

kK (1
filx) = L), 0 @u(x) = Y. = it

i=0

Q.41 > Conclure, a I'aide de la question Q.11, que E_;(®) = vect(Qx), ot E_i(P) estle sous-espace
propre de ® associé a la valeur propre —k et vect(Qy) est le sous-espace de R,[X] engendré par
le polynéme Q.

Pour tout k € [0, ], on note ¢ la fonction définie sur IR par : g(t) = t<e™".

Q.42 > En utilisant la formule de Leibniz, montrer que Q4 (¢) = %e’ <p1(ck)(t), vVt € R, o cp,((k) désigne la
dérivée k-ieme de ¢y. '

Q.43 > Montrer que pour touti € [0,k], ona:

oo 1\ oo R R
@00 = [ Qa0 = S [ e 0.

Q.44 > En déduire que
-1 k 400 _
Qo0 =S k!) /0 QM (r)tke~tat.

Q.45 > Pour tout k € [0, n], vérifier que Q,((k) = (—1)*, puis montrer que [|Q|| = 1.

Q.46 > Prouver que la famille B, = (Qy, . .., Qn) est I'unique base orthonormée de (R,[X], (-, -}) véri-
fiant pour tout k € [0, n] :

(i) ©(Qx) = ~kQx,
(i) Qk(0) >o0.

Q.47 > Déterminer Qp, Q1 et Q>.

On suppose, dans la suite, que 7 > 3 et on note Pg,[x) la projection orthogonale de R, [X] sur R[X].

Q.48 > Exprimer Pg,x) (X3) en fonction des polyndmes Qo, Q1 et Qa.

Q.49 > On consideére l'application :

¥Y:R® >R,
+00
(a,b,c) — /0 (83 — at?> — bt — c)?e*dt.

Montrer que ¥ atteint son minimum en un unique triplet (4, by, cp) de R® que I’on précisera.

* Fin de I’épreuve «
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