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Feuilles de réponses

Probleme :
On note par
o [ =[1,400[;
e R* pour & € R, 'ensemble des fonctions f : I —]0, +-oo[ de classe C! sur I vérifiant :

. xf'(x)
m )

:a;

o L =T cest-a-dire, L € L si et seulement si L est strictement positive et de classe Clsurl
vérifiant :
xL'(x)

X—4-00 L(x) 0.

Partie I.

" Q.11 Vérifier que pour tout « € R, la fonction f, : x € I — x* appartient a R*, et que pour tout
S IR*, fa Q E-

.................................................................................................

.................................................................................................

.................................................................................................

.................................................................................................

.................................................................................................




Q2> Soientc > Oet B € R. Justifier que les fonctions suivantes, définies sur I, appartiennent a £ :

x+—c, gp:xr (In(2x))P et x+— In(In(3x)).

A A I A T T T T T

L T T T T T T S Y D R R ) e
R .o ceee e . . S se e e e v .o . EEEEEE D R R T I AN
.............. oo Pes e s st Ses s st sass s e .. . D I R I R R R
...... LR S S D R R . Se e rs s e e L T
................... “ee B R L R R R R I I I
. ev s e e e s e e n e e D N R R . . Ce s e e e e 4 s e st s e seeea
. s veses e DRI PPN L A I AR e . D I . S r s s DR s e v e
....... D I R . vres s et DI T T T T T T S
....... . L R L T T T S ve e aes L I R T T T N T T T P
oo ee e e fes e L I I IR S . IR serae e .o ds e et e tte et .o ar e
L Y . tes e . Pesesas e s Y D I I I I P AP PSPPSR DI I IR I I I .
..... . D R R T T T T T D LI I IR PP
.o D A A I I S DY . R N R L I R I I R )

a € R.

Ser e S r et et e e . D R A ‘e tes et e e e P ee s e Fe b e st a e D I I A AT
. s e s s e an e . s bes e D ) .o . R t s e ce s e e st et e
. srr e . e . . te e e e asen s P . . veer e . I I IR I AT AP e .
I N N R PP . . bes s e Pee s ea e Peesce s R v e s s R R ..
..... ce e e . . e vessress s D I R R R R
........ D Y . . L I R I I I R I I I I P R R
. ser e R R s a e . . . S s e I I R I TS .
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Q.4 1> Justifier que pour tout « € Ret tout L € £, la fonction f : x € I — x*L(x) appartienta R*.

se s tes e et R R R R N A I I Y P ] .o st st s s s ee e
R R R .o oo R R R e .
..................... R S e s e e s s e s s s e e e e se s I R R IR I
............... . R R N R R N IR tssssre st e st res e
¢ s e ecscecs et et cre s . s eees s st er e s e aan R R I tes e e e e s e e

Q.51 Prouver quesi f € R*, aveca € R, alors il existe L € L telle que

Vxel, f(x)=x*L(x).
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Q.7 Prouver quesi f € R*, avec « € R, alors pour tout 8 € R, f# € R*A.

L I I I I T T T S T S
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Q.9 Prouver quesi f € R*, avec « € IR¥, alors il existe a > 1 tel que f soit strictement croissante
sur [a, +-00 si & > 0, et f soit strictement décroissante sur [a, +-co sia < 0.

....... R R R I A R I S A S T IR s e e s s e R R I SRR IR AT A
...... R T I I R R N seveee PR I I R LI R I N fes e
s es s s e e st e s et ee st e et eas s PP I R S P R R R Y s as e s e s sas .
...................................... bese s s e es et seers s e an e saes e
vres e ssee e ser e . R “ee S ees et s e s s e rress s . e e e R e v se s
....................... R I I A A A A A A ) tesrse s esen R I I R IR S IR R P
cere e . R R P I O e R R N A seen s

Q.10 > Montrer que L € L si et seulement s'ils existent une constante réelle ¢ > 0 et une unique

fonction 77 : I — R continue sur I telles que

Vxel, L(x)=cexp</1xﬂ—(t—tldt) et lim z(x)=0.

............. R R I I S I A I AN vee R R R R A A A A A R I
......................... tses et e e bessssssesssras v S I R I A I
C e st st s s e e sa s e at e . tes s s ere s Pt eer s e cr e s et eree e “ .o
......... S S R I I R I R R R A B I IR B I AL I
............. R . O T T I T T R N R I R ey
............. . R P T R I ST T IR A AP AT T P R I I
es s e A . P O R O . P P ) cer e IR cesen s s s . .
EEEEEEERE seen bt et s e s e e s Peas s e o ss e s e s s e s cis s e IR .
sesaceo e v teree s saree st e e vesaae s o ses e R I R I . s e
...... et e e s e R oo P R R R I I T R N A IR SR
tes e st s e s s P s e e .o s s e s e ce e et eerees e . P I R A )
R . . . s e e s teeesr st anane ses e e ees e R F e s s eser s s es e
...................... P T T I I T T I I I I I A A A R RN “ees s e s e s e
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.................................................................................................
.................................................................................................
.................................................................................................
.................................................................................................
.................................................................................................

.................................................................................................

x 17/
Q.11> Soient L € £, A > 0 et ¢ la fonction définie sur I par : ¢(x) = L) dt, xel
1

70)

Prouver que pour tout x € I,

In(L(Ax)) - In(L(x)) = @(Ax) - ¢(x) etque lim (In(L(Ax)) ~ In(L(x))) = 0.

Hm
X400

Puis en déduire que VA >0, lim E(—m =1

x=+e0 L(x)
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........... S I I I R I R R A I I UL S A
. et e sr s s e se e sresse s e Ce e srs e e “oe s s s s enses e st b v sssess et seer s . .
...................... ceen . A R I A R [ I A S
........... P R R oas s e e e s e s ss e s e s e e e as et s e At s et sttt et se ety e
tese s e e . e siss s s sras e e ceen sresesses e s e P I I N I
R “en e as cese “ee R PRSI A R R RN trer e RN R
tesr s s e teesres o . . verereurses e sra e . e e s s e s e e oo ses e e .
s e e C s et e e e te s ereee e I I R A R R R I A A A A A ce s taaer e

—~
'Q.12 > On considere la fonction Lo définie sur I par : Lo(x) = exp f—uj—;c(—gc——)— , x€lL

Justifier que pour tout A >0,  lim Lo(Ax)

x=+00 Lo(x) = 1. La fonction Lo appartient-ellea £?

................ T I R I R IR U AL LI I AL S AL IR A R
....... EEEEEE P I I I R e R .o tesr s et st P teses e
........................ seeacese e se e ceas e e b ea e s et arers a0 R
............... T R I e e R LI R R R R A L T
...................... R R IR . vess ce e tes v e st e s IREER
........... ses s e R P I I T I A P e ) .
sse s ee e Prese s s e e s e e e e see e . e tes e ar e e . . . . e .
s e e st s e s s st e es e a0 e s e resrecees s e e s s s s e csaa ceea e o ere s e s e s R
s e s e s et s st st ae . . . te s e e e .o es s R sees v . .o
s ee o vees . . . st as e e R se s e s e e s eesassensses e . .
ss e ce s L eeer s s st e b0 se e s s e st e e Cees s st eres s s bt e enss s e s sasas R
R R s s e e s e et b e s s s e e s e e e sesaes ser e s e ses e s oo . .
..... R T R T R R R AR S A A S
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Q.13 > Soit L : I —]0, +o0[ une fonction de classe C* sur I vérifiant : la fonction T est monotone

sur I et pour tout A >0, lim L(Ax)

AT = 1.Montrer que L € L.

DRI Y cae e nese o R D I I T I I I I T T N R N I PSRy . vese e
.................................................................................. er s s e ene s
...................... B R I R A I R I R R R R T T T I G
..... D T T T T T T T T R beseasecanaas
....................................................................................... de s e v e e
.................................. I L I I I I R R R T T e

L I I T R R P S Y R I R R B I I R T R R R R R

I I T T R T T T T T T T T T T T T S S O PRI I I A P Vreses e st
............... L T T T T T R T T S O S tr e e e
....................... D I I A I I R R T T T T T T T T Y
. vees e t v e s s ar e tes e . et rreenne tees e e s e s e e r et e s s Voo
e D I I IR IR R A Y IS sr e s et as e srsasesens s D I I I . .. I ]
........................................................................... PR I A IR R AR SPUR PP
................................. D I I I R R R R R R R R R N T T T S O S

Partie I1.

SoitL € L.

Q.14 > En utilisant Q.10, montrer que

& —€ € —€
Ve>0,3A>1;Vx,y> A, min (i) , (E) < E—(—J—Q < max (E) , (E)
| y) "\y L(y) y/ "\y

............... . L I T R R T T T T
.................. D I I R I N T R R ) e e baeasenne e

L I R P P T I I I ISP R DR I I I I I T Y . D A R R R S U I IR I T ATy
................... . DI T R T T Y R R I E I SO
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.................................................................................................

.................................................................................................

.................................................................................................

- Q.15> En déduire que pour tout e > 0,

.................................................................................................

.................................................................................................

.................................................................................................

Q.16 > Montrer quesi f € R* et g € RF, aveca > B, alorsg:oo(f), f+g:;°fetf +g€R~A
Puis prouver que si de plus « # 0, alors g’ = o(f).

.................................................................................................

..................................................................................................

.................................................................................................

.................................................................................................

.................................................................................................

.................................................................................................

.................................................................................................

.................................................................................................

.................................................................................................
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ses e S e s s s e s s e Ce s e s e e e ane s s s st e s e e s D I s
D R N A I Y vee s aane . O R R . s ee tss e st e e cre e fee e ven .o

I I I I B R I I R I I R I R R R R I R AR R A A N

D I I I I R R R L I I I R I I R R R I I I ) et
.......... Cee st et s R R R I R R N I I S A S AT S R A
trs e s e s P I I R R R . ses s acas s te s seesenn R R R
............ D I R R R I I R I I I I I I R R E R R I s e e
e e s s DR R I P R R A I I I I N R ) R EEEEE

e ¥ o a+1 ! "‘——-—-L(xu)
Q.17 > Justifier que pour tout x > 1, / t*L(t)dt = x*"L(x) ﬁ u L) du.
1 x

............... P I B R R R R R R R R R I T R R I N I I PR
B N R I I I I I I T T T N I T I S R O D A R
A Y R S e e s et es s e s st e s et s s se s e D I T T R P R A R caee

DR e R R R R R . P et e e s e e s e anan. ss s e e s . D N ce e e
.. IR . sress e s esr e s e e DI R I T T T T Y .

Q.18 > Sia > —1, alors prouver I'existence de deux réels A; > 1 etc; > 0tels que pourtout x > Ay,
on ait :

welh), L s

R R R I I I I A T A A P S cee . ceese DR D R I R R R A I I I I S A S AP )
. .. t e e s e e e s R seecer e v tr e s s as e R R vesse e .
DR R R I N i . . . veses e S ssesears s ees s s ses s s s ec e . R tresre s
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S I I I R I R N A R I I AL S AL A AL AL

e T R T R I I I I R I I A A L

S T R R R AR I R R R LI R

S T R T T I I R R I L R R R R R S

S T T R TR T R I R R R LA L AL AL L A

S T I I I I R R AL I B A I A R N S L

R T T IR R I O R A I I I

R T T T R I I I R I I R I LR S I L I S S S S A O

S I T T R I e I I R IR I B I L S A L L A AL A A A

S T T R I R N L U LI I I LI L

=2
R
I~
—~
=
=
~—

> —1, alors lirf U

=
{
8
[
=
Na¥
®
{
+
3

S I I R R R R I A N R R I AU A I A A LI I S A

T T R A R I R N I I R I S S R S

S R R R R I AL AL LI AL B
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Q.20 > En déduire que si «

> —1, alors

1

a+1 400
L) et t*L(t) dt diverge.

X
tL(t) dt ~
() +oo a1 1
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. « +00
Vu 2.1, I‘-l.:((%u)—)—Su"'Jfl et A ualgérxl‘)) du converge.

o T (xu) 1
a S Sttt ———
! L(x) du = a+1

Ensuite prouver que lim
x—+co

L A I R R I I I I I R R I I I R R R R T

D A I I I R T R I I I R N I I I I S S R R P N A A I A A

D A I
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....... D R I I I A P P
........... L A R I I R I I I I I I I I I I R S R R
.......... L I I R I I I T I R I R I I e T T T U,
........................... L T I R R I R R T R I T T R S S ST T S N TR I S
“es e s anoaran D I R N I T AR ST RPN . . “ee Ce e s e I A A . “ee
. teseer e D R I T S I I I A Y D R R I I I N I I ST I ST ST S PEECIUrN Cr s ve e asane .
Pes e e aean . sev e srever e e st e Cr s s s et eses e et At Preresaesees tevasaseesn ‘e
................ D I I I T T N T S S S

) +oo fl(t) +oo fz(t)
Q.23 > Donner deux fonctions ¢; € L et £, € L telles que / 5 dt converge et / 5 dt
1 : 1

diverge.

. [T L(#) . X L(t) .
Q.24 > Prouver que si / 5 dt diverge, alors L(x) =0 / — dt | etla fonction
J1 oo 1
' x+1 [ (t
X —> / —(t—) date L.
1
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L) 4

dt converge, alors L(x) = et la fonction

+oo \ Jx

+o00
x»—)/ ' ESEL)thL

o . Concours MP . Epreuve de Mathématiques I Page 15 sur 36



.................................................................................................

.................................................................................................

.................................................................................................

.................................................................................................

.................................................................................................

.................................................................................................

.................................................................................................

Partie III.
On considere le R-espace vectoriel
E= {f : I — R; festde classe C! sur Ietf(x)wa(x)},
et son sous-espace vectoriel
{f I —R; f estdeclasse C! sur I et f(x) = o(x)}
On munit E de sa norme || - | définie par ||f|| = sup V(x )l, feE

Pour f € E, on appelle distance de f & £ et on note dl;(f) la quantité d.(f) = Lem£ |l f—LJ.

Q.26 > Justifier que d définit une application de E & valeurs réelles positives.

.................................................................................................

................................................................................................

.................................................................................................

.................................................................................................

.................................................................................................

.................................................................................................

.................................................................................................

.................................................................................................

..................................................................................................
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% Q.27 > Montrer que £ est une partie convexe de F et que pour tout (f,g) € EZ et tout ¢ € [0,1],

de((1—t)f +18) < (1 —t)dc(f) +tdc(g)

Concours MP
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Q.28 > Soit (f,g) € E Prouver que {dz(f) — dg(g)\ <|f—gl

.................................................................................................

.................................................................................................

.................................................................................................

.................................................................................................

.................................................................................................

.................................................................................................

.................................................................................................

.................................................................................................

.................................................................................................

.................................................................................................

.................................................................................................

.................................................................................................
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sin(ln x)

14 Qo2

On pose pour tout n € N* et tout x € I, Lp(x) =2+

Q.31 > Justifier que pour tout n € IN*, L, € L et que la suite (Ly)sen+ converge simplement sur I

vers une fonction g € F 2 déterminer.

........................... s e as e . . T R R R R R R S A
........... . .. R R R EE R R IR S R LI
...... B R e R R I I I ] . . O R R R R N
................... .......-.......-...-........-..-...............-...................-....-v.-..
.................................................. S I I I R T I LI B A

“ee ses e R IR ses e s e v e e e R I I sratesreaes ey cew e

B R AR U LI A LA
T I e A I I PR L I I A S R A R I AR T te s ae s
..... ...................-....................-........................-..--...-..................
s s esras e ssse s R e . s R s et s e v reecansann P R T I trereseenen
........................ R R I R N R b e s er s s mareses e es e s e e e

t s e e vearesanse st er v e een Ses e et P L T A A I I g
...... ........-....-............-...............-..............................-.--.-.........-..
.................................... R T IR R I I I S A
R N I I R R R A I P N R v ces s eeee .
D I I I I AR B LA B T LI A B AL S R ] R EERE Leers s s s et s
....................................................... . EEEEERX P R L I I A I I
......................... sesessersra ey . [ R I R
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Creccsrrares
D IR S A
R I TP
cessssesases

lim ||L,

Montrer que

n—+o0

sses et
D I I
teserressasan
ce s r s st
D I I IR
ess et
DR R
tees i
ereesaan
cer s e
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co e
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R
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............ N
e, A P e N e,

- - . ) ?

Q.33 > Lasuite (L,)nen converge-t-elle uniformément sur I7
..... et ettt eee ettt e e e et te et taaetae e et it b b atsa s baneaneee
i eeieaaea e R e e et e
e e e e et RO RO . e, . R
e et e e .. eeeeas s
e . e i e, e e e
........
................... . e e et et e ety

'Q.341> Les deux normes || - || et || - || sur Cp(I,R), sont-elles équivalentes?
ot Gy (I, R) est le R-espace vectoriel des fonctions continues et bornées sur I a valeurs réelles,

et ||kl = sup |h(x)|, pour tout h € Cp(I,R).
) x>1

e P T T T T ) erser s s sese s PR R R I IR I ST IR} tesvessne
.................................. e s e R T T e e I I LRI IR A A
........ S T T T T T T I T AL L I A RN A v s e s s e see s e
................. . . R PO T I I ettt s s e aas e
.............. . ser s R I S AR S AR AP I P R R R IR I
v e se e P R I NI IS . 4 es s s e et s e tes s e . ettt e s s e et st tes e e ce e

Partie IV.

Soienta > 0, L1, Ly € £, X et Y deux variables aléatoires discretes a valeurs dans IN¥,
indépendantes, définies sur I’espace probabilisé (), A, P) et vérifiant :

Vtel, P(X>t)=t"Li(t) et P(Y>t)=+t"Ly(t).

- Concours MP Epreuve de Mathématiques I Page 21 sur 36



Q.35 > Prouver que pour tout n € N* et tout 6 € |0, 5|
PX+Y>n)2P(X>n)+P(Y>n)—P(X>n, Y >n)

et P(X+Y>n) <P(X>(1-8)n)+P(Y > (1-8)n)+P(X > én, Y > bn).
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B R I R R R R R R I P R R R R R T T A Y

'Q.36 > Soit ¢ > 0. Montrer qu'il existe § € |0, % tel que (1—8)"% <1+ % et qu'il existe ng € IN*
tel que

P(X > n)P(Y > n) P(X > én)P(Y > on)
PX>n)+P(Y>n) o ° P(X>n) +P(Y > n)

Yn > ny, <

£
5
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Q37> Endéduire que P(X +Y > n) ~ P(X > n) + P(Y > n).
q ol

Q.38 > Déterminer I'ensemble des valeurs du réel g pour que la

vérifier que sa somme notée (B) , est strictement positive.

série

k=1
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On considere la variable aléatoire discrete Z & valeurs dans IN* définie sur 1’espace probabilisé
(O, A, P)par:
1 1

VkGIN*, P(Z=k)=m-k-m.

Q.39 > Justifier que pour toutn € N*, P(Z > n) = C( ) Z ka+1

k—n+1

e e e e e e
e e e e e e o
e e e e R, e . .
B C e et e .
e . e e s
e s e e e e
o
Q.40 > Montrer qu'il existe f € R~ telle que P(Z > n) ~ f(n)
e O S e
e R e e e
............................................... PO
...... ettt e et e eee e et et e e aaa e e e e
..................................... P
e e e s e
...............
........
................ R
....... t ettt et et e e aaeaeeaean e e tet b e e et e h e rree e a e s e
........ b e ens e e e s e e e e aaaaeeauenu et st s s s e e e s e e sae st s e sy e s e e e e e aaseeassis

Partie V.

Soient « > 1et L € L. On pose pour tout n € IN¥,

n
k=1
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o0
- . na, .
Q.41 > En utilisant Q.9 et Q.22, prouver que la série Z a, converge et que 2 ax ol i T
n>1 k=nt1 T

+o0
Onnote § = Z ap.

n=1
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P A A S R P R R R A A R beses s s s ar e v asae s et etsessen e ses e

Q.42 > En déduire que le rayon de convergence de la série entiére Z anx" est supérieur ou égal a
n>1
1, et que celui de la série Z Spx" estégalal.
n>1

...... R T T T R T I I I I R R L R R A
....... T R N R R N R U LI L A
....................... t e s et eas e P I S I R SR IR A SR S Y s s s e R “oee
....... P T R R R A A R R A s s es s e s e
........ S R I I R R IR I U U A R R
Pe s e e R R v es e v R ‘e ces e s sesa oo sesas s . "o

............................................ O T T T T T I I I R A I I A
............ . . R R I A R A A R B SR ) Pe e e e P R R R R R R I A S A S
.................... oo . s s et e s s e s s aen ey P O I I I IR I A “on se e
. tesa s e R . taeene P P A N e “ IEEEEREER] PRI eres s . .
............ . X C et s e v e s s e r e s st R R I I R
. s e et e e s st ar et r e ses s e e e re v ecr e st et 4a s e s sess oo . cer e e . .
R IEERERX IO IR I A A sees s . RN . 4re e renes e tesesasree e . .
cess . . sr e e teeeo e . . S es v s s e cas s s st e s PR . ss s s e sev s
. S T T L T I R e e e . s
IEEEX ta e e s s e s s e e e . e s ae e oo co e s e . R C s ee s as e e s ne s e
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D ooo--u'--uo;oolo-'-c--cc-v--.c-ov-c' CRCEY R R I O L R R A A I S A N A L N I I
. k k
Q.44 > En déduire que pour toutx €] —1,1[, (1—x) +§°°Skx —+§wakx.
k=1 k=1
+00
: n
Q.451> Montrer que lim apx" = 8S.
x—1"
n=1
R R R R R R R A B N DRI R R N R R A N R R B U I ss e s e s s e e
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......... ses s s s P an e et e e B R IR .
»
f
s
. Vet eennear et At a et e e s fevs s R R R I S R N b ee v v s e mes e heas e
................. S R R I R I T R R A A I I SR AU I S}
TR RERRR TR R R R R R I v eere s et s s astssnses R serar e e
.................... R T e I R I R A AL B R

L(n
On pose pour tout n € N* et tout x > 0, un(x) = ____(1 4-(112(-)“‘
Q461> Justifier que la série de fonctions ) _ u,(x) converge simplement sur 0, +oo].
n>1
o0

Pour x > 0, onnote U(x) = Y un(x).
n=1

Cher e st

Q47> Lasérie Y un(x) converge-t-elle uniformément sur 0, +oof lorsque
n>1

L:telr— L(t)=In(2t)?

........................ C e L es s s s e s e st ens e F S T I O e e I R IO
........................ P R R I R R )
..... P R T T e e I R R R A I R R R N N R
T R I I I I I ceene e e e R
PR I A R A “ee EEEREEERE . D R R R R I R R RN I A
..................... O R R T I R I I R I IR

R R I e e I e R tes e EEREEE teee s vee . .
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Q.48 > Montrer que U est de classe C? sur |0, +co[ et donner l'expression de U’(x), pour tout x > 0.

e e e e
. R A ooo--'v‘ oooooo LR .. LY . e LRI s o0 0 e 0 * D I I SRR | R A Y 3 L N A Y . -
PP TP R PP P
...............
e e PSPPI R e
e e PRSP
e e O RO e e e ..
......... S
.................................. TSP
T Ty TS el T Ty e :

Ull e R~

.......... R N R . PR R R R R T T T R A A I I}
te e st e s aaen tre s e a e teser et tetear e e RN et st e DRI IR R
P R R R . . R R R I A S R A A AT AT R R R A R R ) . .
..................................... DI I R R R T T T N TR
bee e e teee e I I I TPy R Ce s e s s s st es s s e EEEEE e ben e ms e s
...... R R R I T T I N I I S R I R P I I LI T I AT AT AT B
D R A I T I I A A R A Y e s as s s s e I I I A AP AP AP Y s s s et et s e e e e s e sae s st e e
D e I I I I A I A A et esaass e . e e e e se s s e vr s s s et s e Peares et
se e R IR e bes s e e ans sres e e e cese s oo s ,e ERERREX
. ce e IR sres et e e R be s s s v seres e e e vesen tre s e v e e
“ee e R s e e R Frevanee sseeessesaan e s et i banene ses et er e e ettt .
ee . tees e “ o . . sssssesersssenune oo tsae v et s s veersaan s s s e e s . ..
..... R R T I I A A A ST AP AP ST T Y .ae R . I I R I A I R A S SRR A BT .

Concours MP Epreuve de Mathématiques I Page 30 sur 36




O I T R O R R I R I R LI IR

s e s e s s et s st eases s ec s ev s

O T T T I I A I I

R R I I e A I I L I A L I I

+°°U(x)dx=. 1 ”“E“ L(n) .

O T I R R A I I R I I R R AL B L DSBS A R

P R R R R I I R R R A A AL AL

D T T T T T R R R I I R R I B I I L A L A
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L'usage de la calculatrice et tout autre dispositif électronique est interdit.J

Reédigez vos réponses exclusivement dans les espaces prévus sur 1es feuilles de réponses. En cas de manque de place,
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Probléme :
On note par
o I=1[1,+o0[;

e R* pour & € R, 'ensemble des fonctions f : I —]0, +oo[ de classe C! sur I vérifiant :

oxfl(x)
A O

o £ =TRY cest-a-dire, L € L si et seulement si L est strictement positive et de classe Clsurl
vérifiant :
xL'(x)

x—l++oo L(x) =0.

Partie I.

Q10> Vérifier que pour tout « € R, la fonction f, : x € I — x* appartient & R, et que pour tout
xR, fu & L.

Q21> Soient ¢ > Oet B € R. Justifier que les fonctions suivantes, définies sur I, appartiennent L:
x+—c, gp:ixr— (In(2x))P et x+— In(In(3x)).

Q3> Soit ¢ € R*. Prouver que la fonction hy : x € I — €"* n’appartient pas & R*, pour tout
€ R

Q.4 > Justifier que pour tout « € Ret tout L € £, a fonction f : x € [ — x"L(x) appartient a R*.



Q.5> Prouver quesi f € R*, aveca € R, alors il existe L € L telle que

Vxel, f(x)=x"L(x).

Q.6 > Montrer quesi f € R* et g € RP, avec s, B € R, alors fg € R**F et g e R*P.

Q.7 > Prouver quessi f € R*, aveca € R, alors pour tout 8 € R, ff ¢ R*.
Q8> Montrer quesi f,g € K%, aveca € R, alors f 4 g € R*.

Q9> Prouver quesi f € R* aveca € R*, alors il existe a > 1 tel que f soit strictement croissante
sur [a, 400 si & > 0, et f soit strictement décroissante sur [a, +oo[ si & < 0.

Q.10 > Montrer que L € L si et seulement s’ils existent une constante réelle ¢ > 0 et une unique
fonction 77 : I — R continue sur I telles que

Vxel, L(x)=cex x@dt li =0
, =cexp| [ et x_&r_{\mn(x)*.

x 1/
Q.11 Soient L € £, A > 0 et ¢ la fonction définie sur I par : ¢(x) = A i_((tt)l dt, x€l

Prouver que pour tout x € I,

In(L(Ax)) —In(L(x)) = @(Ax) — ¢(x) et que xgrrm(ln(L(Ax)) —1In(L(x))) = 0.

Puis en déduire que VA >0, lim E(_Ax_) =1.

x>t L(x)
o , . sin (%)
Q.12 > On considére la fonction Ly définie sur [ par: Lo(x) = exp — ], x€ I

] . Ly (Ax )
Justifier que pour tout A > 0, xl_lgxoo T, 0

= 1. La fonction Lo appartient-elle a L?

LI
Q.13 > Soit L : I —]0, +oo| une fonction de classe C sur I vérifiant : la fonction T est monotone

. L(Ax)
sur I et pour tout A > 0, xgrllw 109

= 1. Montrer que L € L.

Partie IL.

SoitL € L.

Q.14 > En utilisant Q.10, montrer que

Ve>0,3A>1,;Vx,y> A, min ((;—)E, (_y{)—e> < —Ii—g—g < max (<§>€, (;‘)_5) )

Q.15> En déduire que pour tout £ > 0,
—_ £ —€ .
L(x)+—°°o(x ) et x ;;oo(L(x)).

Q.16 > Montrer quesi f € R*etg € RF, aveca > /B,alorsgwa(f), f+g_4r_:°fetf+g € R”.

Puis prouver que si de plus a # 0, alors g’ = o(f").
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Q.17 > Justifier que pour tout x > 1, / 5 L(t) dt = x*1L(x) ﬁ Llfzm)) du.
1 z

Q.18 > Sia > —1, alors prouver l'existence de deux réels A; > 1etc; > 0 tels que pour tout x > Ay,

on ait :
A L(xu) _agl
Yu € l:x,l], k) = <u~ 7,
. \
1 A L(xu) et 3, L(xu) ¢ A%
A < t « du < E
Vue[x,x], L(x) <cx e /% u 6 u < a+1x
19> Mont ia> —1,alors li /%'*“”d —0et I / “”) 1
Q.19 > Montrer que s1 & .,aorsx_1’xﬁrk1w;7 u L(x) =0 e xlt_{}w A a+1'

Q.20 > En déduire que si « > —1, alors
a+1 L +00
/ t*L(t)d :;o X (x) et /] t*L(t) dt diverge.

Q.21 Sia < —1, alors justifier qu'il existe Ay > 1 tel que pour tout x > A, on ait :

&« +w
Yu > 1, L(xu) <uF et / u"‘—l—‘—(jf—u—2 du converge.
1

L(x) L(x)
oo L{xu) 1
& —
Ensuite prouver que xl_l)rl\w A wy 5 du = e
+o0 +o0 xtx-HL(x)
Q.22 > Montrer quesia < -1, alors/ t*L(t) dt converge et/ t*L(t) dt ~ ——7>"
1 x ' +o0 a+1

+00
Q.23 > Donner deux fonctions 41 € L et / € L telles que / glg—t) dt converge et /
1 1

+e fh(t) d
t
diverge.

+o00 x
Q.24 > Prouver que si / @ dt diverge, alors L(x) =0 ( / —L—(tt—) dt) et la fonction
1 00 1
x+1
X —> / L(t) dt e L.
1

+oo [ (¢t +o0
Q.25 > Montrer que si f ££~) dt converge, alors L(x) =e ( / L_(tﬂ
1 A x

d t) et la fonction

+eo L(t)
xhﬁﬂ e L

Partie III.

On consideére le R-espace vectoriel
{f I — R; festdeclasse C' sur I et f(x) O(x)}

et son sous-espace vectoriel

F= {f:l — R; f est de classe C! sur Ietf(x):oo(x)}.
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On munit E de sa norme || - || définie par || f|| = sup I—Ji(xi)l, feE.
x>1
Pour f € E, on appelle distance de f a L et on note dz (f) laquantité d.(f) = Iin% IIf — Ll
€
Q.26 > Justifier que d définit une application de E a valeurs réelles positives.

Q.27 > Montrer que L est une partie convexe de F et que pour tout (f,g) € E?ettoutt € [0,1],
de((1=6)f +1g) < (1 —1)de(f) +tde(g)-

Q.28 > Soit (f,g) € E% Prouver que |d.(f) — dc(g)l <|If -zl
Q.29 > En déduire que l'application d est continue sur E.

Q.30 > Déterminer d(f), lorsque f : x € I — f(x) = x.

_ in(ln
On pose pour toutn € N* ettoutx € I, Ln(x) =2+ :lj_(glnf))z '

. . n
Q.31 Justifier que pour toutn € IN*, L, € L et que la suite (Ly)neN+ converge simplement sur I
quep q g %

vers une fonction ¢ € F a déterminer.
Q.32 > Montrer que glll | Lz — gl = 0 eten déduire que £ n’est pas une partie fermée de (E, || - ||)-
n o0
Q.33 > Lasuite (L,)nen+ converge-t-elle uniformément sur 1?

Q34> Les deux normes || - || et || - || sur Cp(I,R), sont-elles équivalentes?
ott Gy (I, R) est le R-espace vectoriel des fonctions continues et bornées sur I avaleurs réelles,
et [|1]| = sup |A(x)], pour tout € Cyp(I, R).
x>1
Partie IV.

Soient & > 0, Ly, Ly € £, X et Y deux variables aléatoires discrétes a valeurs dans IN¥,
indépendantes, définies sur I'espace probabilisé (Q, A, P) et vérifiant :

Viel, P(X>t)=t"Li(t) et P(Y>t)=t"La(f).
Q.35 > Prouver que pour tout n € IN* et toutd € ]O, % [,
P(X+Y>n)>P(X>n)+P(Y>n)—P(X>n Y > n)
et P(X+Y>n) <P(X>(1-8)n)+P(Y > (1—08)n)+P(X>dm, Y > on).

Q.36 > Soit £ > 0. Montrer qu'il existe § € }O, % [tel que (1-0)"* <1+ % et qu'il existe g € IN”*
tel que

P(X > n)P(Y > én)
P(X > n)+P(Y > n)

P(X > n)P(Y > n)

>
V210 XS )+ P(Y > 1)

<e et

<

£
5
Q.37 > En déduire que P(X +Y > n) :;JP(X >n) +P(Y >n).

. 1 .
Q.38 > Déterminer I'ensemble des valeurs du réel  pour que la série Z i soit convergente et
k=1
vérifier que sa somme notée {(B), est strictement positive.
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On considere la variable aléatoire discreéte Z a valeurs dans IN* définie sur 1'espace probabilisé

(O, A,P)par:

* — — 1 1
VkEN', P(Z=K) = oy
Q.39 > Justifier que pour toutn € N*, P(Z >n) = ! +§°° L
. mep ’ Z(a+1) k=n+1 kel

Q.40 > Montrer qu'il existe f € R telle que P(Z > n) ol f(n).

Partie V.

Soient « > 1 et L € L. On pose pour tout n € IN*,

L(n 1
n= (a) et Sn = Z ag.
n k=1
Q.41 1> En utilisant Q.9 et Q.22, prouver que la série E a, converge et que Jio a Mn
. i 22,p q n geetq (Fodunet

n>1 k=n+1

“+00
Onnote S = Z ay.

n=1

Q.42> En déduire que le rayon de convergence de la série entiére ) a,x" est supérieur ou égal a
n>1
1, et que celui de la série E Snx" estéégala 1.

n>1

n n
Q.43 > Montrer que pour toutn € N*ettoutx € R, (1—x))_ Spxk = Z apxk — Sx"tl,
k=1 k=1
+o0 +o0
Q.44 > Endéduire que pour toutx €] — 1,1, (1—-x) ) SxF=Y" apxk.
k=1 k=1

+o0
.45 > Montrer que lim apx" =8S.
Q q x—)l—n;_] "

' L(n)
* -
On pose pour tout n € N* et tout x > 0, u,(x) = AT )
Q.46 > Justifier que la série de fonctions ) _ u(x) converge simplement sur ]0, +oof.

n>1

+o0
Pour x > 0, on note U(x) = }_ u,(x).
n=1

Q47> Lasérie ) u,(x) converge-t-elle uniformément sur 0, +oo{ lorsque
n>1

L:tel— L(t) =In(2t)?

Q.48 > Montrer que U est de classe C! sur |0, +oo[ et donner l'expression de U’ (x), pour tout x > 0.
Q.49 > Prouver que pour tout x > 0, —al(x) < xU'(x) < —x—i_x—lll(x), puis en déduire que
LII 1 € R~

= L)
Lt et

-+o0
Q.50 > Montrer que U est intégrable sur I et que / U(x)dx = p ! 7
1 —

* Fin de I’épreuve *
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