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Feuilles de réponses

MNotations et définitions

Dans tout le probléme, n est un entier naturel supérieur ou égal i 1.

Four K = R ou K = C, on désigne par M, (K) [resp. M1 (K]} 'espace des matrices carrées
d'ordre n (resp. l'espace des matrices unicolonnes 4 n lignes) & coefficients dans K et par GL, [K)
le groupe des matrices inversibles de A, [K).

On note 'A la transposée d'une matrice A, S, (R) le sous-espace vectoriel des matrices symétriques
de M,{R), O,(R) V'ensemble des matrices orthogonales de A, (R) et on note I, la matrice unibé
dardre n,

Pour M & My(R), 3 est le polyndme caractéristique de M. Sp{M ) est 'ensemble des valeurs
propres complexes de M et Spy (M) est I'ensemble des valeurs propres réelles de M.
De plus, Im(M) et Ker{ M) sont respectivement |'image et le noyau de M définis par

Im(M) = {MX, XeMy(R)] e Ker(M)={XeMy,(R), MX=0}

+na M*

Four M € M,(C), on rappelle que I'exponentielle de M est ¢M = E o
i)

Si Ay, ..., Ap sont des matrices carrées, on note diagl{Ay, ..., Ap) la matrice diagonale par bloes
dont les blocs diagonaux sont A; jusqu’a A, dans l'ordre.

Lorsque E est un R-espace vectoriel, ide est 'endomorphisme identité de E et pour un endomor-
phisme u de E, on note Myg(u) sa matrice dans une base B de E.

Les espaces M. 1 (R) et R" sont munis de leurs produits scalaires usuels qui seront, les dew, notés
i} De fagon équivalente, les normes euclidiennes associées sont, les deux, notées | - ||,.

On rappelle que le produit scalaire usuel sur AM,;({R) est donné par (X, Y} = X ¥ pour tous
vecteurs X et ¥ de M, (R).




Partie 1 : Préliominalres

: . —b
Soit (2,b) & R On note J{a,b) = ( " )
7]

b

Q.1 = Monteer que J{a, b) "Ja, b) = "J{a, k) J{a, b)),

-------------------------------------------------------------------------------------------------
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Soit M une matrice de M, (R).

Qa3 Verifier que ‘MM € 8,(R) et que, pour tout X € My (R}, [|MX]2 = (X, 'MMX). Déduire
que Spy (M M) < [0, +=a].

...............................................................................................

-------------------------------------------------------------------------------------------------

...............................................................................................

.................................................................................................
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Partie 11 : Rayon speciral et norme subordonnée
Soit M € M, (R ). On définit

piM) = max {|A|, A€Spc(M)} et MY =max{|MX],, XeS.)

ol 5, = “"i’ E Mn.]inja !Ix“: = 1]'
Q.60 Montrer que, pour tout k € IN°, EPELM*}= {.1.", ,{ESPE{M}}.
En déduire que p{M '} = p{M)" pour tout k & N*.

—_—

Q.7 &= Justifier Fexistence de | M| et montrer que, pour bout X & \'T,,,{H] [FMXE, < [[M] X1,

T S A R N o S SRS T R R I T S S I B W W T O A A O 1 e S oy SR A
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-----------------------------------------------------------------------------------------------

O admet que Uapplication || - || : M — ||M|] est une norme sur My [R) vérifiant :
ldy Mzl < [[My]| | Mz]| pour toutes matrices My, My de Mg{R).

O considire, dans la suite, une matrice A € M,(R). On pose
frMy(R) — R Xr—s |AX]E ~ JAIR XTS5

Q.8 Montrer que f est différentiable sur A4, (IR) et que, pour X & M w1 (R), la différentielle de
f au point X est donnée par

DF{X)H = 2{WAX, H) — 2| 4|} [X. H), ¥He Mu(R)
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Q.8 = Soit X € S, tel que ||A || = [|AXpl],. Verifier que f{X;) = ’ -Tf“m”}“'

caal A |

Detduire que | A est une valeur propre de A A

............................................................................................
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Partie 111 : Matrices normales

Définition : Une matrice M € M, (R) est dite normale si 'MM = M ‘M. On note H,(R) l'en-
semble des matrices normales de A, (R).

A)
Onpose Tz = {Jin k), (ab)c R?}.
Q126 Soit A = : : € Hy(R), Montrer que 5 — ¢ = Det (g — d)(b — ¢) = 0. Déduire que

AESR)oud el

.................................................................................................

.................................................................................................

.................................................................................................




Qi3c- Efablir que H; (R} = 5;{R)UT; of que toute matrice A € H;(IR) est diagonalisable dans
Mz (C).

B}
Dans les dewx questions suivantes, soit A € Ha(R).

Q4= Justifier que, pour tout x £ R, g H A — AT puis montrer que, pour tout ¥ € R,
I.:.M": =p {fxli-'l+ !"'"}.
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................................................................................................
.................................................................................................
.................................................................................................

Q.15 Soit ¥ -:_i_?. -—an M (R} une solution sur B du systéme différentie]

Z'(x) = AZ(x).

Montrer que, pour tout x € R,  [[Y{x][|; < /p (4% ) [¥ (0},

Dans la suite de cette partie, soit A & M, (K] et on considire la fonction iy : B — My(R)
définie par
vre R, l"_,q [I_I - . Il:rﬁfh."l._

Q.16 = Justifier britvement que, pour tout M € M, (R, Ia fonction fu:reR M gat dewx fois
dérivable sur R et que, pour tout x £ B, fy(x) = M7 e™,
Montrer alors que 4 est deux fois dérivable sur R et que

ha"(0) = (AP +2 4+ A%

--------------------------------------------------------------------------------------------

.................................................................................................
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o)

Che rappelle que si A et B sont dewx matrices de M, (R} vérifiont AB = BA, alors, pour tout (k, m)  N°,

oz AYBY = B™ AY et (AR = AFBE
Soit A € H,(R)
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Q.18 & Vérifier que, pour tout polyndme P € R[X], P{A} € Ha{R ).

-------------------------------------------------------------------------------------------------

Q20 Vérifier que, pourtout X € My (R), FAX||; = ||AX],. En déduire que Ker(1) = Ker( A)
puis que Im{A )" = Ker(A), ol Im{f‘.]l est l'orthogonal de Im{A).

.................................................................................................




|||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||

.................................................................................................

Q.11 = Montrer que, pour tout k £ N', Ker{AY) = Ker(A). =

..............................................................................................

||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||

||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||
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Q.22 = Montrer que la matrice nulle est "unique matrice nilpotents appartenant i Hy (R).

Q.13 = On considére un sous-groupe fini G du gmu-;.'re GL,( R} tel que G = Hy {E}Fﬁdﬂntrer qu'il
existe k = IN® tel que, pour tout M € G, (' MI* = 1. Déduire que G © Pq(R),

.................................................................................................

.................................................................................................

.................................................................................................

Partie I'V : Norme subordonnée d'une matrice normale
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A)

Q24 Soit (A, M) & (H,(R)) tel que M = QAQ™ " od Q € GL.(R).
Montrer qu'il existe ¢ = 0 tel que, pour tout k £ N°, [MJ* < c||Aj%.
Diéduire que ||M|| < HAll puis que [|M]| = [lA]l.

.................................................................................................

On considére, dans la suite de cette partie, une matrice A € H,(R}.

Q.25 = Montrer que si A est diagonalisable dans M, (R) alors |[A]] = plA).
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On suppose, dans les deux questions suivantes, que x4 ost scindé sur IR, On note a, ... «; les

racines réelles deux & deux distinctes de 3 4 ¢t on pose P = ﬂ{?‘f - 0} )
k=1

Q.26 - Montrer que P'{ A) est nilpotente.

Q27 = Montrer alors que A est diagonalisable dans A4, (K] et déduire que | A i| =_,r.|{_,-'|. :|_ o

ST LT =Y 2 B R
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B)
Q.24 = Montrer que, pour toute matrice A € Hz(R), ona [|A| = p(A).

.................................................................................................

................................................................................................

On se propose, dans la suite de cette partie, de demontrer que, pour toute matrice A £ Hs(R), on
a la relation
Al = plA).
Le résultal est démontré dans le cas oi x4 est scindé sur B. On considére alors une matrice A £
HalR) telle gue x4 ne soit pas scindé sur R,
Q29> Montrer que ya = (X — A)(X* - 20X +r) o0 h € Ret [c,a) € R® tels quec — a° > 0.

— —_— —
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Sait 4 I'endomorphisme de B canoniquement associé & A.

Q.30 Justifier que R® = Ker{u — Aidg:) ﬁ‘—_}l{er{uz — Zau + ¢ ldga) et préciger la dimension de
Ker{u® —2au+¢ idgs ).

Soient b = /¢ — a%, x; € Ker{u — didp ) {0} et 23 € Ker(w® — 2au + cidgs) ', {0].
Q.31 Montrer que (0 — aidg: Jixg) € Eer(u® — 2am + cidya ) et que (i = a ad,,!-.]""{r;._.] = —lgs.

—_— — s —— —m

Q32 Montrer que B = {II , T2, ur—gfl—'“::n—:l} est une base de R,
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.................................................................................................

A D D
O opose JiA, o b) = 0 a —h
0 bF n

Q.33 o Montrer qua Mg{u) = J(A, a, b) ot vérifier que J(A, 2, b) € H3(R).
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.................................................................................................

.................................................................................................

...............................................................................................

................................................................................................

On se propose de démontrer que la relation [|A ] = p(A) est vraie pour toute mairice A & H,(R]

jolvm € N*)
Q35 Sait M £ M, (R). Supposons qu'll existe r € N tel que M = diag(M,, ... .M, ) ave
M; € My (R), n; € N” pour tout 1 < i < r. Montrer que p{M) = max{g{M;),....2[M,}}.

................................................................................................
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Q36 Soient V £ (0,(R) et A £ [0, 40| et on pose M = VA V. Justifier 'existence 4 une matrice
Qe@iR) telle que M=(Q diag[M,,.-.,M,]{}_L o, pour kut l<i<r,
M & {VL,—VA} oubien M, = J{ VA cos(8,), vAsin(8i}), & R\ nZ
Déduire que gl M) = VA

................................................................................................

................................................................................................

................................................................................................

.................................................................................................
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On considére, dans la suite, une matrice A € H,(R). On note « I'endomorphisme de R canoni-
quement associé & A et i 'endomorphisme de R" canoniquement associé i 14 A.

Saient Ay, ..., A les valeurs propres deux & deux distinctes de 4 A. Pourtout 1 < i < 7, on
considére une base orthonormée B; de Ey (w) et on note &; = dim Ey, (w) ol E) (w) est le sous-
espace propre de w assecié a la valeur propre 4.
r
Q37 > Justifier que R" = £ Ey, (w) et que, pour tout 1 <i < r, Ey (w) est stable par u.

.................................................................................................

.38 = Justifier 'existence d 'une base orthonormeée B de R" telle que Mglw) = diagfl:fa,, oy Aplg )
et Mplu) = diag(Ay, ..., Arjob, pourtout 1 <i=<r, A; € My(R)

.................................................................................................

|||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||
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Soit 0 la matrice de passage de la base canonique By de R 4 la base orthonormée B de R™.

Q.39 = En exprimant A en fonction de la matrice O et bes matrices A;, ..., 4,, montrer que, pour
toutl <y <r, H,'.rl] =.|l||'fill_.

.................................................................................................

................................................................................................

.................................................................................................

.................................................................................................

Q40 Soit 1 << r. Montrer qu'il existe une matrice V, £ Oy (R) telle que A = g"I V. Déduire
que p{4)) = /A,

i1 3W1¥D3 NI 3N

.................................................................................................

.................................................................................................
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Qa1 = Montrer alors que || A|| = p{A).

................................................................................................

QA2 Onnote A = (t)jg enctonpose, pour | 720, LiA) =Y oy,
k=1

Montrer que, pour tout X £ M, (IR),

A% = XK, max Li{A).

_______________________________________________________________________________________________
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Espace supplémentaire pour les réponses

.................................................................................................

...............................................................................................
................................................................................................
.................................................................................................
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...............................................................................................
-----------------------------------------------------------------------------------------------
------------------------------------------------------------------------------------------------

------------------------------------------------------------------------------------------------
................................................................................................
-------------------------------------------------------------------------------------------------
.................................................................................................
..............................................................................................
------------------------------------------------------------------------------------------------
................................................................................................

.................................................................................................
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................................................................................................
................................................................................................
................................................................................................
...............................................................................................
------------------------------------------------------------------------------------------------
................................................................................................
------------------------------------------------------------------------------------------------
.................................................................................................
------------------------------------------------------------------------------------------------
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dans I'énoncé, signales-ta mmpérativement s voboe cogie foat on poarmuivant vokme sl

MNotations et définitions :

Dans tout le probléme, nest un entier nature] supérieur ou égal & |

Pour K = R ou K = C, on désigne par M (K] (resp. A, (K}) I'espace des matrices carrdes
d'ordre n (resp. Vespace des matrices unicolonnes & o lignes) & coefficients dans K et par GL, (K}
le groupe des matrices inversibles de A, (K]

Onnote 'A la trangposée d'une matrice A, 5, (R} le sous-espace vectoriel des matrices symiétriques
de A, (R, OL(R) 'ensemble des matrices orthogonales de AL (R ) et on note [; la matrice unité
d’ordre n.

Four M € M, (R}, xa est le polynéme caractéristique de M, 5p (M) est I'ensemble des valeurs
propres complexes de M ot Spg (M) est 'ensemble des valeurs propres réelles de M.
[De plus, Im{ M) et Ker{ M} sont respectivernent l'image et le noyau de M définis par

En(M) = {MX, XeMy, (R} et KerM)={XeMy[R), MX=~0}

e MY
Pour M € M, [C), on rappelle que 'exponentielle de M est e = él TR
Si Ay, ..., Ay sont des matrices carrées, on note diag{ Ay, ..., Ay} la matrice diagonale par blocs

dont les blocs diagonaux sont Ay jusgu'a A, dans 'odre.

Lorsque E est un R-espace vectoriel, idg est I'endomorphisme identité de E et pour un endomor-
phisme w de E, onnote Mg(#) sa matrice dans une base 3 de £.

Les espaces M, 1 (R | et B sont munis de leurs produits scalaires usuels qui seront, les dewx, notés
{4 +} De fagon équivalente, les normes euclidiennes associées sont, les deux, notées || - ||,

On rappelle que le produit scalaire usuel sur M, (R] est donné par (X, ¥) = XY pour tous
vecteurs X et ¥de M, (R).



Partie | : Préliminaires

— b
Soit (#,5) € B2, On note J(a,b) = (: )
@
.1 Montrer que J(a,b) *J(a,b) = ‘Jia b1 J(a, b).
0.2 & Déterminer Spe (§{a, b)) et montrer que J{a, b) est diagonalisable dans M (C).
Soit M une matrice de A, (R

QA Vérfiergue ‘MM € S.(R) et que, pour tout X € M, (R}, |MX]? = (X,'M MX). Déduire
que Spp (M M) C [0, 400,

Q4= Montrer que si ‘MM = Oalors M = 0,
Q.5 Montrer que tout polyndme P € R{X] de degré impair admet une racine réelle.

Partie IT: Rayon spectral et norme subordonnée
Soit M £ M, (R}, On définit

piM) =max{|Al, AESp.(M)} et |M|=max{[|MX], X&ESa}

ot 5y = {X € Mua(R), [[X], =1}
Q.6 = Montrer que, pour toutk € N*,  Spe(MY) = {J.", AE :'-.-'p,-iM]}-
En déduire que p(M*} = piM)* pour toutk = N”,
Q.7 r= Justifier 'existence de || M| et montrer que, pour tout X & M, (R),  [|[MX], < || M| [|XH,.

On admet gue Vapplication || - || ¢ M v ||M|| est une norme sur M, (R ) vérifiant ;
(M Maf| = My [|Mz]| pour toutes matrices My, My de Mg (R).

On considére, dans la suite, une matrice A £ M (R). On pose
FrMu(R) — R, Xo—s [|AX||E = (|47 || XE.

Q.8 > Montrer que [ est différentiable sur M, (R} et que, pour X & M, (R), la différentielle de
F au point X est donnde par

DF{X)H =24 AX, H) = 2||A|* (X, H), YH & Myi(R).

Q95 Soit X £ 8, tel que ||A| = ||AXG]|,. Vérifier que f{Xe) = A R FX).
Mgy
Deéduire que | A[]* est une valeur propre de 4 A.
010 = Montrer que
|AlI* = p(}4 A).
Q.11 1> Soit (a,5) € R®. Montrer que [[J{a, b)) = a2 + bl

Partie 111 ; Matrices normaliss

Définition : Une matrice M € M, (R) est dite normale si MM = M ‘M. On note H,(R) l'en-
semble des matrices normales de M (R,
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Q361 Soient V € Ou(R) et A € [0, 4] et on pose M = WA V. Justifier lexistence d'une matrice
QeEOGRE) telle que M= diag[M-h.-.,M,}ﬂ"] oh, pour towt 1<i<r,
M; € {¥1, =V} oubien M, =J{ﬂmaw,3, ﬂﬂin{&,]}, 6 R\ nZ.
Déduire que pi M) = VA,
On considére, dans la suite, une matrice A £ H,(R). On note 1 l'endomorphisme de R" canond-
quement associé & A et w 'endomorphisme de R” canoniquement associé i 4 A.

Solent Ai,...,Ar les valeurs propres deux 3 deux distinctes de A A, Pour tout 1 < § < r, on
considéme une base orthonormée B; de Ey (w) et on note d; = dim E; (w) ol E; (w) est le sous-
espace propre de w associé 4 la valeur propre A;.
r
Q.37 Justifier que R* = (P E, (w) et que, pour tout 1 < i < r, Ey (1) est stable par u.
i=1
Q38 [ustifier l'existence d"une base arthonormée B de R" telle que Mg(w) = dlag{A Ly, ..., Acly,)
et Mg(u) = diag(Ay, ... A;) ol pourtout 1 < i< r, A € My (R).

Soit (7 la matrice de passage de la base canonique By de R* & la base orthonormée B de R,

Q39 En exprimant A en fonction de la matrice O et les matrices Ay, ..., Ay, montrer que, pour
toutl <i<r, WA =Nl

Q40c- Soit 1 <1 < r. Montrer qu'il existe une matrice V, € Oy [R) telle que A, = 1.1".‘1_. V- Déduire
que p{A;) = VA

Q.41 > Montrer alors que ||A| = p{AlL

L]
Q.ﬂﬁ- Unnole A = ':.'n.".f}lf:‘q.l'{h L'tUﬂF'JSErFﬂ'U.I.' 1 'L: I 'E- H; i'-]l_.l'q:| = E |llf1l!r
k=]

Montrer que, pour tout X € A, 1 (R),

IAX], = X, max LA}

= Fin de I'épreuve »
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A)
Onpose Ty = {J{a.b), (a.b) € K2},

a ¢
125 Soit A =
s saa- ( § ¢

Ac&(Rloudel:

Q.13 = Etablir que H;(R) = S;(IR) UT; et que toute matrice A € Ha(R) est diagonalisable dans
MaiC).

£ H:(R). Montrer que ¥* — & = Det (g — d)(b — ¢) = 0. Déduire que

B
[Dans les deux questions suivantes, soit A € H,; ().
Q145 Justifier que, pour tout x € R, "M e™ = 4% puis montrer que, pour tout x € R,
[le*41* = p {E‘“* 5‘“‘).
Q155 Soit Y : R — M, (R) une solution sur B du systéme différentiel

Z'(x) = AZ(x).

Montrer que, pour toutr e B, ||[¥{x)f}, < \,-'}.ﬂ‘ (et A+ I} | Y{0)]].-
Dans la suite de cette partie, soit A € M, (R} et on considére la fonction §4 1 B — M (R)
définie par
vreR galx) =08
Q.16 > Tustifier brigvement que, pour tout M € M, (K], la fonction fy ;s € R — &M ast deux Fois
dérivable sur Ret que, pourtout t € R, fi{z) = M? &M,
Montrer alors que gy est deux fois dérivable sur R et que

P V(0] = (AP + 2045 47
Q17 1> Dexluire que A € H,(R) si et seulement si, pour tout x & R, " ™ = @741,

C)
O rappelle qre si A et B sent dewx matrices de M, R vérifiant AB = BA, alors, powr fout (k. m) £ o 8
o AL B™ = B" A & (AB) = AL P
Soit A € He(R).
Q.18 = Vérifier que, pour tout polyndme P € R|X], P{A) € Hq(R).
Q19 Sait k € WN*. Montrer que [|A%] = ||A[* (On pourra utiliser la question Q.10

Q20 Vérifier que, pour tout X € M, (R), [MX], = |AX],. En déduire que Ker(4) = Ker{A)
puis que Im{A)- = Ker(A), on ImiA}" est 'orthogonal de Imi{A).

Q21 Montrer que, pour tout k € N*,  Ker(A") = Ker[A).
Q.22 = Montrer que la matrice nulle est 'unique matrice nilpotente appartenant & Hy (R ).

Q23 On considére un sous-groupe fini G du groupe GL,(R) tel que G © Hy (R}, Montrer qu'il
existe k € N* tel que, pourtout M € G, {'M MY = . Déduire que G < O(R).
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Partie IV : Normie subordonnée d"une mateice normale

Al

Q.24 = Soit (A, M) £ (H,(R}) tel que M = Q40 ' 00 Q £ GL,{R).
Montrer qu'il existe ¢ = 0 tel que, pour tout ¥ & N, ||M||F < oA
Déduire que ||M} < || Al puis que [ M| = ||A].
On considére, dans la suite de cette partie, une matrice A € H.(R).
Q25> Montrer que si A est diagonalisable dans M, (R) aloss ||A| = pfA),
Cin suppose, dans les dowx gquestions suivantes, gque y . est scindé sur B, On note ay, ... 0, les

racinges réelles deux i deux distinctes de t 4 ot on pose P' = HI:X — By s
]

Q.26 - Montrer que P{A) est nilpotente,
Q27 &= Montrer alors que A est diagonalisable dans M, (R) et déduire que ||A]| = p(A),

B)
Q.28 = Montrer que, pour toute matrice A € Ha(K), ona [[Al| = p(A).

On se propose, dans la suite de cette partie, de démontrer que, pour toute matrice 4 € Hz{R), on
a la relation
A1l = piA).
Le résultat est demaontré dans le cas ol g4 est scindé sur B. Un considére alors une matrice 4 £
Ha(R) telle que x4 ne soit pas scindé sur .
Q.29 > Montres gue x4 = (X — A)(X* —2aX 4 e) ot A € Ret (¢,0) € R* tels que ¢ — o = 0,
Soit w Fendomorphisme de B* canonigquement associé a A
.30 > Justifter que B = Ker{u — Audg: ) @Kﬁr{u: — Zau + cidg: | et préciser la dimension de
Ker{1* — 2au + cfdgs ),
Soient b = v/t — 12, 1y € Ker{u — didgs )Y {0} et x3 € Ker{w® — 2au + cidgs) |, {0}

0.5 = Montrer que (i - aidg j(x2) € Ker(u® — 2au + ¢ idg ) et-que (u— didga P xs) = —Fxp.
(0 — midg )i 12)

5 } =5t une base de R,

Q.32 Montrer que B = [.r:. T3,

A D
OnposeJ(Aabl=| 00 a b
0 F a
033 = Maonirer que Mglu) = [{A;a, k) et vérifier que J{A.a, b) £ Ha{R).
Q34 = Montrer alors que || A|| = max [JA| v} = p[A).

)

On se propose de démontrer que la relation [|A}] = plA | est vrale pour toute matrice A € Hy(R)

foa e N
Q350 Smt M ¢ ML(R). Supposons qu'il existe r € N° fel que M = diag{M,, ... . M.} avec
M £ M, (R}, m; € N® pourtout 1 < 1 < r, Montrer que p{ M) = max{p{M;),....p(M:}].
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