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Feuilles de réponses

Exercice 1

e On munit R® de la base canonique notée B; = (ey, ey, e3) et du produit scalaire usuel
noté (-, -). :

e On note par idgs I'endomorphisme identité de R3.

e On désigne par || - || la norme euclidienne.

Soit v un vecteur de R®. On définit 'endomorphisme f : R® — R par

(1, 0)

(v, 0)

Q.1 Vérifier que pour tout vecteur u de R3, (f(u),v) = (u,v).

Yu e R®, f(u) =2 v—u.




Q31 Préciser Ker(f) et Im(f).

.o IR R ) tess et sas s R REEEE RN R I svesesesans e . eramnesana
.............. R T T R e e es s e ess e
B R . . DRI I ver e enaee e e e s es e . .o sas e e s e s s aesas ey

s e am e et e seaus T T e e e A IR I R RN L B I I S A

Dans la suite, on pose v = (-1, -1, 1).
Q.4 1> Vérifier que la matrice A de f relativement a la base canonique B est donnée par

(12 -2
A= -3' 2 -1 =2
-2 =2 -1

.. e e e e et e et e eaeaetere e e tasraeatas e

e e e R e e

e g NN
e et e e e e

. . . ” -

Q.5> La matrice A est-elle diagonalisable ? Justifier.

R e P
e O R R T
e e . e e N U e
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Q.6 > Soientv; = (1,1, =1),v2 = (1, 0, 1) et vz = (0, 1, 1) des vecteurs de R3.
Montrer que B = (v1, v, v3) est une base de vecteurs propres de A qu’on déterminera
les valeurs propres associées.

ve e s e e s s e D I s e s s e s eese . .. s e v e e v an e e s e r s e er e e s e e
...... . [ R R R I R I SR IR I BN AU .o te s s e
....... .o R I A Y PRI T I N I B I T A A I AU IR R ] . .
..... P R R R R I T R R N R I N I A I A R A s e esane R R
...... veen D et s s e s v e e s s s e s ree s s ses e te v e e e R R
IR O I T L R R R A AT se e en e eroe v e e v v ee e R I I I e v e
....... ..........-‘.....-.-.-.....-..-...................-.--.........-..........-...-..--..-
s et et e e e v e cre e vee s s es e IR ST A S e R oo veen
................................... er e e et e e e R R I N R R S R R A I R SRR AR N
tre s e e DRI IR Cee e te e e s e R R R R R I I A ARy DRI
................................... e s st s e et s e e D A A ) Ce e e . .
es et e s e t et et st r et e et R I R T A R A R R S ) e s e s e e et e e v s s e e .
...-.-.........»--.....-oo--~.-.......oc'...--cl..-.o-...o---.c ..... e s s e e v st e s se s e e
P S S I T I R R R R AU A RN P R R R R I R

Q.7 > Donner la matrice de passage P de la base canonique B, = (e, €, e3) de R® a la base
B = (v, v, v3) etla matrice D de f dans la base B.

.......... e s e e e se s e v e IR R R R I e R R A R IR IO IR . .
[ R I S I A A R AR IR R EEREEREEREN bes s e R .
et e s cer s es e R I A A A EERREREREREE e R ves e e e BRI
ves s e DRI I ses v s e I S P R AU IR I IR e Ces e s e e e e ORI IR I ..
......... O T T I I T TR R R e I L IR I IR ere e

----- P R R T I e A IR R I I SR ECRC AR BRI ) veves e e e e

Soit p I'endomorphisme de R> défini par p = %( f +idgs).

Q.8 > Vérifier que la matrice Q de p relativement a la base canonique B, est donnée par

1 1 -1
Q=
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Q91> Calculer Q* En déduire les valeurs propres de p.

S 0 e 8 9 8 9 0 v e e s n s s e e s e e 4 e 8 0 8 8 e e s s S v s 4N e ¥ &8 U R s s s e 8 s s e s s & 4 s s 4 s v s 8 s & 4 s s &9 o u v 6 o & 64 ae v T e s e e v ks

Q.11 > Déterminer Ker(p) et Im(p). Déduire que p est une projection orthogonale sur un sous-
espace vectoriel de R® que I’on précisera.
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1 1 1
Soient v, = —=(1, 0, 1), vh = —=(1, —2, —1) et v = —=(1, 1, —1) des vecteurs de R>.
1 ﬁ( ) U2 \/3( ) etvs \/5( )

Q2> Vérifier que (v}, v3) est une base orthonormale de Ker(p).

........... s esemomnn O L L R R R e R R R N R
P . D R er s a s s e et e e R R I S ves e ven
...... R R R R R R I N I P R I I A R I S I R R sasrceas s
......... ves e v e . I R I IR I AR ] e s e P R R R I N B ST IR A S A A}
...... R R R R R I I I I A RN Y R R R e e SR A S I A R
.......... R I e A A A A SRS R R I R R e I Y

5
L I R R A ) R I IS I I ) I I R T T IR IR R R R I S tar e s e e
............................................... P R R R it s s et e et v

...... S T T T e B R I I T R R N LI IR IR B B Y
P S I IR P R I T I I AP PR I IR A AT R L R R I N S P Pt e
................. “ e s e s e s e At e e e s e e s ety . . I I R R R R I IR NI T}
. R R R I R R I A I I A ce e s s st et e es e sens G es s e es et v e
----- R R R I N B R I R A N ) DR I R I I I R I A
P I SR S R R N R I I S R A ] B T R IR IR e s e R .
-------- P T T T R I T I R I I I A A N I ) t e s e e b et sae s s et
.......................... S T T T R I R N L SIS S SRR A A R S R

On considere (X, )neN, (Yn)neN, (Zn)nen trois suites réelles définies par :
X0 =Yo =20 = 1,

et pour toutn € IN :

X ——1x +% —22
n+l = 3n13yn23m
Yn+l = 3Xn— 3Yn— 32n,
L2 % P
n+l = 3%n 3yn 3Zn:
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Xn
Onnote X, = | yy pour tout n € IN.
Zn

Q.15 > Vérifier que pour toutn € Nona: X, = AX,.

............ tes s ... oo [ I R I A I N I IR L I ) .
PR AP ves e ves e e e e v et s ez eanvan R cv e e e cre e veas e .o
...... Ce e casr s sty . s e e ses s e s Vees s s s rrer At uev e s ear e .
.............. . . O L R I R R R R A A I I BRI A L "o ac oo »ue e
R PR e R e s es e se e DRI A vesmees e e e aes e R R ces e e ..
sees v . R . R R R I I A A A ] e e P I I I ST B I R . R »e
. cv s s ey . R R s e s e s e r s esan e . s e ane et evacaneve s o “ew . caes e

n
L oepe n__ n n ~k k
Q.17 > Vérifier que A" = (—=1)"L + (-1)"Q ) _ Ci(-2)".
k=1
Q.18 > En déduire que pour tout p > 0, A = Let APt = A.
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Exercice Il

On admet que toutes les variables aléatoires considérées dans cet exercice sont définies sur
un méme espace probabilisé {Q}, &, P).

Soit (X;)1<ign une suite d’épreuves de Bernoulli indépendantes de méme parametre p €]0,1].
On pose

2=

Yi=14+(~-1)X;, Su=Y.In(Y;) et My=|][Yi|] ; neN"

Q.20 > Déterminer la loi de Y;.

e e R R R A A A I AR A IR R R I R R
........ . O T T R T I T T e I I IR N A . R R I

. v e ee s o R s as e s ee e e eve s e e s s e v e e DRI e res s e .o e e e s e n e
..... R T e R I I I R R R R 4o s s e s e s e s e oo
. . ser st e e s e s s e e e DA ces e et DR cv v ce s s et e s .
..... . R R N I R R R A AN A ] “ s s e s s vt s s e aitacn . vee P R ]
R . v s e s e e s st et e EREREX R .o e s et e e re e s e s e s es s e e e .
s s e e s e a2 es e PR s v 4 e 8 8 a4 e e s e 3 oo s v s s s e e e v s et e e s e s e o o s s e e s s o e
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Q.21 > Déduire la loi de T; = In(Y;) et préciser son espérance et sa variance.
.22 > Les variables aléatoires (In(Y;))1¢i<n sont elles indépendantes ? Justifier.
i))1<ign
Q.23 > Trouver I'espérance E(S;) et la variance V(Sy,) de la variable S,.
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Q.24 > Montrer par récurrence sur n € IN*, que la variable aléatoire S, suit une loi binomiale
: de parametres n et p.
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On dispose d"un échantillon (Ty,...,Ty), n > 1 de variables aléatoires de méme loi que X;.

— 1 &
i=1

Q.27 > Vérifier que T, est un estimateur sans biais de p-

Q.28 &> Justifier que, pour tout t € R,

N

lim P(T,—ty/PL=P) < ) < T, 44y 2LZP)
n~—>+00 n n

ou P est la fonction de répartition de la loi normale 47(0, 1).

=20(t) — 1,

Q.29 > Onadmet que p(1—p) < 411 et on donne ®(2,33) = 0,99.

Déterminer un intervalle de confiance de p de niveau de confiance 98%.
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de Z;. Calculer E(Zy) et V(Zy).

1
k > 1, une variable aléatoire réelle discrete et W, = > Y. 7.

V(i,j) e N* xIN*; i#j, Cov(Z; Zj) g(l -p)

Montrer que la covariance des variables Z; et Z; aléatoires est donnée par

si j=i+louj=i—-1,

sinon.
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R R R I R R S R I I I R N e N R R R R R A R N

I R R R R R R R e I R e I A I A I I A I IR AL S AL L B B B A L S

P N I R R I I T I R e AR B N AL B A

Q.32 > Calculer I'espérance et la variance de la variable Ws.

N
sy

«
W
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............................................................................................

...........................................................................................

............................................................................................

............................................................................................

............................................................................................

............................................................................................

............................................................................................

Exercice 111

Dans cet exercice, 6 désigne un réel strictement positif. On considere la fonction f définie sur
R par

s = da=pre Sitelll
SR sit & [0,1[.

Q34> Pourx € [0,1], calculer/0 f(t)dt.

...........................................................................................

............................................................................................

............................................................................................

............................................................................................

............................................................................................
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............................................................................................

............................................................................................

............................................................................................

............................................................................................

............................................................................................

............................................................................................

Soit X la variable aléatoire réelle admettant f comme densité de probabilité.
Q.37 > Déterminer la fonction de répartition F de X.

............................................................................................

............................................................................................

............................................................................................

............................................................................................

............................................................................................

............................................................................................

............................................................................................

............................................................................................

............................................................................................

............................................................................................

............................................................................................

............................................................................................

101 FHIWIANIN AN

Soit Y = —In (1 — X). On admet que Y est une variable aléatoire a densité.
Q.38 > Exprimer la fonction de répartition G de Y en fonction de F.

............................................................................................

............................................................................................

............................................................................................

............................................................................................
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En déduire - espérance et
fonction de 6.
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L I I R R I I I e I I L R R I R R R R R N I I I N I I R A R P R R R R
D L I R R R R R T

D A I I I I I N R T T T T R S S S S S S I Y

Q42> Exprimer X en fonction de Y, puis en déduire que X posséde une espérance dont on
donnera 'expression en fonction de 6.

On suppose maintenant que 6 est inconnu. On dispose d’un échantillon (Y3,

riables indépendantes de méme loi £(#). On pose

n
Tnz % ZYk et Mn :min(Xl,...,Xn),
k=1

ot Xy, ..., X, sont des variables indépendantes de méme loi que X.

Q.43 > Déterminer la fonction de répartition de M, ainsi que sa fonction densité de probabilité.
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Q.46 > Calculer la variance V(Ty).

............................................................................................
............................................................................................

............................................................................................

Q.48 > En déduire que pour tout e > 0,

DrMmoINGMIN

1 1
P('éE[Tn—E, Tn+€])>1—m

Q.49 > Prenons n = 1000. Trouver le plus petit ¢ tel que [Tig00 — € Tr000 - €] soit un intervalle

de confiance pour ] de niveau au moins égal a 90%.

............................................................................................

............................................................................................

Concours BG Epreuve de Mathématiques Page 18 sur 24



ace supplémentaire pour les réponses
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Exercice 1

e On munit R® de la base canonique notée B; = (ey, e, e3) et du produit scalaire usuel
noté (-, -).

e On note par idps 'endomorphisme identité de R>.
e On désigne par || - || la norme euclidienne.
Soit v un vecteur de R?. On définit I'endomorphisme f : R* — R par

Vu e R®, f(u) = ZEijngu.

Q.1 > Vérifier que pour tout vecteur u de R3, (f(u),v) = (u,v).

Q.2 > Calculer f o f. En déduire que f est un automorphisme de R® et donner f~1.
Q.3 > Préciser Ker(f) et Im(f).

Dans la suite, on pose v = (=1, -1, 1).

Q.4 1> Vérifier que la matrice A de f relativement a la base canonique B est donnée par

(2 -2
A=zl2 -1 -2
—2 -2 -1

Q.51> La matrice A est-elle diagonalisable ? Justifier.



Q.6 Soientw; = (1,1, —=1), v, = (1, 0, 1) et v3 = (0, 1, 1) des vecteurs de R3.

Montrer que B = (vj, vy, v3) est une base de vecteurs propres de A qu’on déterminera

les valeurs propres associées.

Q.7 > Donner la matrice de passage P de la base canonique B, = (e, e, e3) de R® 2 la base

B = (v, v2, v3) etla matrice D de f dans la base B.

Soit p I'endomorphisme de IR® défini par p = —;—(f + idgs).

Q.8 1> Vérifier que la matrice Q de p relativement a la base canonique B est donnée par

1 1 1 -1
Q= 3 1 1 -1
-1 -1 1

Q.9 1> Calculer Q%. En déduire les valeurs propres de p.

Q.10 > En utilisant Q.9, retrouver les valeurs propres de f.

Q.11 > Déterminer Ker(p) et Im(p). Déduire que p est une projection orthogonale sur un sous-

espace vectoriel de R* que I'on précisera.

1
— , —1) etv) =

1 1
v 7”6(1’ -2 %(1, 1,

Q.12> Vérifier que (v}, v}) est une base orthonormale de Ker(p).

Soient v} = (1,0, 1), v = —1) des vecteurs de R3.
Q.13 > Déterminer la matrice M de p relativement a la base B’ = (v}, v, v3).
Q.14 > Ecrire dans la base B’ la matrice M’ de la projection orthogonale sur Ker(p).
On considere (xn)neN, (Yn)neN, (Zn)neN trois suites réelles définies par :
Xo=Yo=20=1,

et pour toutn € N :

X 1x +2y 22
n+l1 = —FAn T FYn T F4n,
3 3
y 25 ly 22
n+1 = FXn — JYn — F4ns
3
2 3 31
Zp+1 =——3-xn—§yn-§zn‘
Xn
Onnote X, = | yn pour toutn € IN.
Zn

Q.15 > Vérifier que pour toutn € Nona: X1 = AX,.

Q.16 > En utilisant la formule du bin6éme, calculer A" en fonction de Qke{0,1,...,n}

n
Q171> Vérifier que A" = (—1)"L + (—-1)"Q }_ C¥(-2).
' k=1

Q.18 > En déduire que pour tout p > 0, A = L et APl = A

Q.19 > Déterminer les expressions de xy, y» et z, en fonction de n.
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Exercice 11

On admet que toutes les variables aléatoires considérées dans cet exercice sont définies sur
un méme espace probabilisé (Q), &7, P).

Soit (X;)1<i<n une suite d’épreuves de Bernoulli indépendantes de méme parametre p €]0,1 [-
On pose

1
Y, =1+ (e-1)X; S,,-—Eln(Y) et Mn-<HY) ; neN.

i=1 i=1
Q.20 > Déterminer la loi de Y;.
Q.21 1> Déduire la loi de T; = In(Y;) et préciser son espérance et sa variance.
Q.22 > Les variables aléatoires (In(Y;))1<i<n sont elles indépendantes ? Justifier.
Q.23 > Trouver I'espérance E(S,) et la variance V(S,) de la variable Sy,.

Q.24 > Montrer par récurrence sur n € IN*, que la variable aléatoire S, suit une loi binomiale
de parametres n et p.

Q.25 > Déterminer une relation entre S, et Mj. ‘
Q.26 > A l'aide du théoreme du transfert, calculer E(M,), E(M2) puis déduire V(M,).

On dlspose d’un échantillon (Ty,...,T,), n > 1 de variables aléatoires de méme loi que X;.

Soch,,:—ET

Q.27 > Vérlﬁer que T, est un estimateur sans biais de p.

Q.28 > Justifier que, pour toutt € R,

nl_l)rfooP< \/p(l_ <p< n%t\/”—(ln;fl>=2q>(t)—1,

ot1 ® est la fonction de répartition de la loi normale .4 (0, 1).

Q.29 > Onadmet que p(1—p) < % et on donne ®(2,33) = 0,99.

Déterminer un intervalle de confiance de p de niveau de confiance 98%.
. 1 n
Soient Zy = Ty + Ty41; k > 1, une variable aléatoire réelle discréte et Wy, = 7 Z Zy.
k=1

Q.30 > Déterminer la loi de Z;. Calculer E(Zy) et V(Zy).
Q.31 > Montrer que la covariance des variables Z; et Z; aléatoires est donnée par

p) si j=i+louj=i-1,

V(i,j) e N* xIN*; i#7j,- Cov(Z; Z;) = {p(l a .
0 sinon.

" Q.32 Calculer U'espérance et la variance de la variable W;.

(4n-2)p(1—p)
4n?

Q.33 > Montrer que pour toutn € N;", V(Wy) =
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Exercice III

Dans cet exercice, § désigne un réel strictement positif. On considere la fonction f définie sur
R par '

sit e [0,1],

0
f(t) = {(1—t)1“’
0 sit¢[0,1]

X
Q341> Pourx € [0,1], calculer/0 f(¢)dt.
. ,
Q.35> En déduire que l'intégrale /0 f (t) dt est convergente et donner sa valeur.

Q.36 > Montrer que f est une densité de probabilité.

Soit X la variable aléatoire réelle admettant f comme densité de probabilité.
Q.37 > Déterminer la fonction de répartition F de X.

Soit Y = —In (1 — X). On admet que Y est une variable aléatoire a densité.
Q.38 > Exprimer la fonction de répartition G de Y en fonction de F.

Q.39 > En déduire que Y suit la loi exponentielle de parametre 6.
, oo
Q.40 > Pour tout réel A > 0, donner la valeur de l'intégrale /0 e Mdx.

Q411> En déduire que la variable aléatoire e~ posséde une espérance et donner sa valeur en
fonction de 6.

Q.42 > Exprimer X en fonction de Y, puis en déduire que X posséde une espérance dont on
donnera 'expression en fonction de 6.

On suppose maintenant que @ est inconnu. On dispose d’un échantillon (Y3, ... ,Yy,) de va-
riables indépendantes de méme loi & (). On pose

1 .
T, = Y Y et My=min(Xy,..., Xns),

ot X1, ..., X, sont des variables indépendantes de méme loi que X.

Q.43 > Déterminer la fonction de répartition de My, ainsi que sa fonction densité de probabilité.

Q.44 > Calculer le biais de 'estimateur M, de 6.

1
Q.45 > La variable aléatoire T, est-elle un estimateur sans biais de ] ?
Q.46 > Calculer la variance V(T},).

Q.47 1> Ecrire l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev pour Ty

Q.48 > En déduire que pour toute > 0,

1

1
P(ae [Ta—e Tutel) >1- .

Q.49 > Prenons n = 1000. Trouver le plus petit € tel que [Tig00 — & T1000 + ¢] soit un intervalle

de confiance pour —;- de niveau au moins égal a 90%.

x Fin de I'épreuve x
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