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Le sujet comporte deux probléemes indépendants. Le candidat peut traiter les questions dans I'ordre de son choix. La clarté et la

récision de la rédaction seront prises dans l’appréciation de la copie.
de la rédact t d I’ tion de 1

L'usage de la calculatrice et tout autre dispositif électronique est interdit.

Donnez vos réponses aux questions dans les espaces prévus sur les feuilles de réponses. Si vous avez besoin de plus d’espace

pour une réponse, vous pouvez utiliser I'espace supplémentaire disponible a la fin des feuilles de réponses en précisant le

numéro de la question et en indiquant dans 'espace réponse que la réponse se poursuit sur I'espace supplémentaire.

Probléme 1

Partie I. Calcul de la somme d’une série
1 +o0 1 7T2
Q.1> On admet que la somme de la série convergente 2 — estégalea S = 2 — = —.
nz=1 n? n=1t
+o 1

r;) (2n+1)%

Calculer, apres avoir justifier son existence, la somme S; =

2n
Q2> »  Déterminer le domaine de convergence D de la série entiere 2 Pl
n=0
» OnposeVxeD, L(x Z
+O<> nf
(On rappelle que In(1+x) = Z "o xl < 1)
Tin(1—#
Q3> »  Soit I = / n(tz) dt. Justifier I’existence de I.
0

¥ In(1 — ¢ 1-— 1
Montrer que pour 0 < x < 1, / ni)dt = xln(l —x)— %ln(l—kx).
» Déduire la valeur de I.
+o00
Q4> »  Enutilisant le théoréme d’intégration terme a terme, montrer que [ = — Z
+o0 1

» En déduire que S, = = 21In(2).
que -2 n;o(znﬂ)(nﬂ) )

+o0 1
Q.51> Posons S3 = )

1
- En vérifiant que 25; — So = —S3, calculer la somme Ss.
n=1 7’1(1’1 2 2 4

— (2n+1)(n+1)



Partie II. Etude locale de la fonction F

In(#) In(1 —¢t)

Pour tout ¢ € ]0,1], on pose h(t) = ;

. On définit pour tout x € |—oo, 1] la fonction F par :
1
F(x) = / ¥ h(t) dt.
0

Q.6 > Soienta, p € Ret0 < a < 1. Montrer que si « < 1, alors la fonction ¢ —
10, a].

——— est intégrable sur
te|Int|p &

Q.7 > Etablir que la fonction F est bien définie sur | = |—co, 1[.

Q.8 > Montrer que la fonction F est continue sur J.

Q.9> »  Prouver que la fonction t — th(t) est bornée sur |0, 1.

» Endéduire que 1_1>m F(x)=0.
X——00
1
Q.10 > Calculer, apres avoir justifier son existence, l'intégrale / 7 In(t) dt, x < 1.

0

In(1—1¢)

Q.11> »  Enadmettant que V¢t € ]0,1], ;

‘ > 1, vérifier que

L |In(1—t)] 1
X
= ket S B 3
F(x) /Ot | In ¢| ; dt/(l )2

» Endéduire lim F(x).

x—1—

Q.12 > Montrer que la fonction F est de classe C* sur ] puis donner, pour tout entier k > 1, I'expression de
F%®) sous forme intégrale.

Q.13> »  Pour tout réel t > 0, développer en série entiere la fonction u — +~*.
» Calculer le rayon de convergence de cette série.

»  Vérifier alors que

F(x) = /01 lim S,(f)dt, ou S,(t) = kiofk(t) XK, et fi(t) = <_}:!1t>kh(t), 0<k<n.

n——+oo

Q.14 > En utilisant le théoréme de la convergence dominée, montrer qu’au voisinage de 0, on a

—+00

1
F(x) = k;)ck xk, avec ¢ = ]3'/0 (—Int)*n(t) dt.

Q15> »  Quel est le rayon de convergence R de la série entiére Z cexk?
k>0

» En utilisant le fait que ¢y ~ o k, déterminer la nature de cette série quand |x| = R.
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Partie III. Développement en série de la fonction F

In(1—t)

Q.16 > Développer en série entiére la fonction ¢ > . Préciser le rayon de convergence de cette série.

1
Q.17 > Pour tout n € N et x € J, calculer u,(x) = / 7% In(t) dt.
Jo

+o0 1
18> Mont 1 i t Vxe], F = —.
Q ontrer alors soigneusement que Vx € J, F(x) ,; Py
Probléme 2

Notations :

e IN désigne I'ensemble des entiers naturels et R celui des nombres réels.

e On rappelle que R[X] désigne le R espace vectoriel des polyndmes a coefficients réels.
Pour tout entier 1, on désigne par :

e R, [X] le sous espace de R[X] formé par les polyndmes de degré inférieur ou égal a n.
e M, (R) le R espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n a coefficients réels.

¢ On rappelle qu'un polynéme est dit unitaire si son coefficient du terme de plus haut degré vaut 1.

Objectif : On se propose, dans ce probleme, d’étudier quelques propriétés et applications des

polynomes de Lagrange.

Dans tout ce probleme, n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2 et {ay,...,a,} désigne une

famille de n réels distincts.

Partie I. Etude d’un produit scalaire particulier
Q.19 > Pour tout couple de polyndmes (P, Q) € (IR[X])?, on pose
(P, Q)= Y. P(a)Qlac)
Montrer que (-, -), est un produit scalaire sur R,,_1[X].

Q.20 > Pour j € [1,n], le j-eme polyndme de Lagrange associé aux réels {ay, ..., a,} est donné par :

L X—Elk
L:(X) = .
(%) gﬂj—ﬂk
k#j

»  Vérifier que, pour tout j € [1,n], deg(L;) =n — 1.

» Justifier que, pour tout (i,7) € [1,n]* ona: L;(a;) = 6;j, o1 §;; désigne le symbole de Kronecker
1 sii=j,
0 sii#j.

» Prouver que B = (Ly,...,L,) est une base orthonormée de (R,—1[X], (-, )x)-

donné par : §;; =

n n
»  Montrer que, pour tout P € R,_1[X],ona: P = 2 P(a;)L;. En déduire que Z Li=1.
i=1 i=1
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Q.21 > Dans cette question, R,,_1[X] est muni du produit scalaire (-, -), et de la norme associée || - ||,
définie pour tout P € R[X] par ||P||,, = y/ (P, P)». On pose
Fy = {P € R,_1[X] tel que P(a;) = 0}.
» Montrer que F; est un hyperplan de R,_1[X].
Prouver que F; Gla D; = R,_1[X], out D; est la droite vectorielle engendrée par le polyndéme L;.

On désigne par Pr, la projection orthogonale de IR, [X] sur F; et par Pp, la projection orthogonale
de R,,_1[X] sur D;. Soit P € R,,_1[X], exprimer Pr, (P) et Pp, (P) dans la base B.
» On suppose que a; # 0. Montrer que la distance du polynéme X" ! au sous-espace F; est

donnée par: d(X" 1, Fy) = |ay|" 1.

Q.22 > Inverse de la matrice de Vandermonde

Par la suite, V;, désigne la matrice de Vandermonde, associée aux réels {ay, . ..,a,}, donnée par:

1 a e aT_l
1 a --- ag_l

Vn — . - Mn(IR)
1 ay, a1

On note B¢ = (Ey, ..., E,) la base canonique de R,,_1[X] avec E; = X1, vie [1,n].
Pour toute famille de polynémes S = (P, ..., P,) de R,_1[X], on définit la matrice :

Pi(a1) Po(ar) --- Pu(ar)
A(S) = (Pi(ai))1<ijen = Pl(:@) PZ(:QZ) Pn(:@) € M,(R).
Pi(an) Pa(an) -+ Pu(an)

» Déterminer la matrice A(Ey, ..., E,) puis la matrice A(Ly,...,Ly).

1

n n i
On suppose que, pour tout j € [1,n], P = Y_byE; = Y b; X!, avecb;; € R, Vi,j € [1,n].
i=1 =1

On note B(S) la matrice telle que ses colonnes sont les vecteurs coordonnées des polyndmes
Py,...,P,danslabase Be = (Ey,...,Ey):

by by - biy
B(S) = (bij)1<ij<n = P b b € My(R)
bu1 buo bn
by Pj(ay)
»  Vérifier que, pour tout j € [1,n], V, bzzj = g (.az)
by P;(ay)

»  Montrer alors, que le produit des matrices V,, et B(S) est égale a A(S), c.-a-d. V;, B(S) = A(S).
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» Endéduire que V, est inversible et déterminer V,, .

Partie II. Polyndomes d’interpolation

Etant donné un ensemble de 7 réels {c1,...,cn}, on cherche un polyndéme P € R[X] tel que :
P(a;) =c¢;, Vie[1,n].

Un tel polyndome s’appelle polyndme d’interpolation aux points (a;, ¢;)1<i<n-

Q.23 > Montrer qu'il existe un unique polynéme d’interpolation T € R,_1[X] aux points (a;, ¢;)1<i<n-

(On pourra utiliser la question Q.22.)
n

Déduire que T = Z ciL;.
i=1

n
Q.24 > On note, par la suite, N(X) := [ [(X — 4;). Soit P € R[X].
i=1
»  Montrer qu'il existe un polynome Q € R[X] tel que

» Déduire que P est un polyndéme d’interpolation aux points (a;, ¢;)1<i<y, Si et seulement si
P—-T=NQ, ouQ €R[X].
Q.25> Application :

» Montrer que X" = [ [(X —a;) + )_ af Li(X).

n n

»  Vérifier que ) a/'L;i(0) = (—1)" 1 [ ]a
i=1 i=1

n!

n . . )
» Endéduire que ) (—1)'i"C;, = (—1)"n!. On rappelle que, pour 0 < i < n, C;, = =1

i=1

Partie III. Polynémes orthogonaux et quadrature de Gauss

Q.26 > On considere 'application f de R,[X] définie par :
fP)(X) = ((X*=1)P'(X))', VP €R,[X].

Vérifier que f est un endomorphisme de R, [X].
Ecrire la matrice de f dans la base canonique B¢ = (Ey,...,Epi1) = (1,X,...,X") de R,[X].
Déterminer le spectre de f dans R. Déduire que f est diagonalisable dans R, [X].

Q.27 > Par la suite, on pose : Ay = k(k+1), Vk € [0, n].
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»  Montrer qu'il existe une unique base By = (Ho, ..., H,) de R,[X] formée par des polynomes
unitaires vérifiant f(Hy) = AyHy, Yk € [0, n].
» Justifier que deg(Hy) = k, Vk € [0, n].

Q.28 > Pour tout (P, Q) € (R[X])?, on note :
(#10) = [ PO .

»  Vérifier que (-|-) est un produit scalaire sur R[X]. On note ||P|| = \/m, VP € R[X].
»  Montrer que f est un endomorphisme symétrique de (R, [X], (-|-)).

»  Déduire que By est une base orthogonale de (R, [X], (-]-)).
» Prouver que, pour tout P € R,,_1[X], (P|H,) = 0.

On se propose de montrer que le polynéme H,, admet n racines distinctes dans | — 1,1].
Q.29 > Soitk € [1,n].
1
»  Montrer que / Hy(t)dt = 0.
-1

»  Montrer, par 'absurde, que Hy admet au moins une racine d’ordre impair dans | — 1, 1].

Q.30 > On désigne par x1,...,xy, (m > 1) les racines distinctes d’ordre impair de H, dans | —1,1] et
m

onnote Ny, := [ [(X — x;).
i=1
»  Vérifier que m < n.

» Montrer que sim < n alors (Ny,|Hy,) = 0.

» Endéduire que H, admet n racines simples dans | — 1,1].

Dans la suite, on note {x;,...,x,} les racines distinctes de H,, et

I X—xk .
LX — 7 € 1/”/
i(X) gx]-—xk j€[1,n]

k#j

le j-eme polyndme de Lagrange associé a {x1,...,x,}.

Q.31 > Soitj € [1,n]. On pose a; = /11 L;(t)dt.
» Montrer que X — x; divise L; — 1.
» Prouver que /11 Li(t)dt = /11 L]Z(t) dt.
»  Déduire que a; > 0.

»  Montrer que, pour tout P € R,,_1[X],ona: / P(t)dt =) a;P(x;)).
-1

Q.32 > Soit P € lRZn—l[X]-

n
>  Montrer qu'il existe un polynéme Q € R,,_1[X] tel que P = H,Q+ )_ P(x;)L;.
j=1

» Endéduire que/ P(t)dt =) wa;P(x;)).
-1

* Fin de I’épreuve
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