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L’'usage de la calculatrice et tout autre dispositif électronique est interdit.

Donnez vos réponses aux questions dans les espaces prévus sur les feuilles de réponses. Si vous avez besoin de plus d’espace

pour une réponse, vous pouvez utiliser I'espace supplémentaire disponible a la fin des feuilles de réponses en précisant le

numéro de la question et en indiquant dans 'espace réponse que la réponse se poursuit sur I'espace supplémentaire.

Exercice :

On considere une variable aléatoire discrete X & valeurs dans IN définie sur un espace probabilisé ((}, A, P).
+o00

On note Ix I'ensemble des réels t tels que ’espérance E(e'*) = Y e'*P(X = k), de la variable aléatoire ¢'%,
k=0

soit finie. Pour ¢ € Ix, on pose

Lx(t) = E(eX).

Q.11> Dans cette question, on considére une variable aléatoire de Bernoulli B(p) de parametre p € [0, 1].

Justifier que I,y = R et calculer Lg(,)(t), pour tout t € R.

Q2> Dans cette question, on considére une variable aléatoire de Poisson P(A) de parametre A € RY.

Prouver que Ip(,) = R et calculer Lp(,)(t), pour tout t € R.

Q.3 1> Montrer que 0 € Ix et que si fy € Ix, alors | — oo, ty] C Ix, puis en déduire que Ix est un intervalle

non minoré de R.

On suppose dans la suite de 1'exercice que Ix = R.
Q.4 1> Montrer que pour touta >0, P(X >a) < }nge*”tﬁx(t).
>
Q.51> Prouver que pour tout n € IN, la variable X" est d’espérance finie.

Q.6 > Montrer que l'application Lx : t € R — Lx(t) est développable en série entiere au voisinage de 0
et que pour tout t € R,




On considere une variable aléatoire discrete Y a valeurs dans IN définie sur 1’espace probabilisé ((, A, P)
telle que Iy = R et pour tout réel t, ona: Ly(t) = Lx(t).

Q.7 > Prouver que pour toutn € N, E(X") = E(Y").

Q.8 > Montrer que pour tout t € RR, les deux séries ) eMP(X =k) et ) e P(Y = k) convergent et que
k>0 k>0

+oo 400
eMP(X =k) =Y MP(Y =k).
k=0 k=0

Hoo
Q.9 > Prouver que l'application ¢ : £ — ) | e P(X = k) est continue sur R.
k=0

1 27 .
Q.10 > Montrer que pour toutn € N, P(X =n) = E/ e~ M (t) dt.
0

Q.11 > En déduire que X et Y suivent la méme loi.

Q.12 > Dans cette question, on suppose de plus que les deux variables X et Y sont indépendantes. Montrer

que Ix,y = R et que pour tout t € R,
Lxiy(t) = Lx(t)Ly(t).

Q.13 > Dans cette question, on suppose que X suit une loi de Poisson de parametre A; > 0, Y suit une loi
de Poisson de parametre A, > 0 et que X et Y sont indépendantes. Déterminer la loi de la variable
aléatoire X + Y.

Probléme :

Le but des parties I. et II. de ce probleme est de montrer que pour une application continue quelconque

f : [0, +00o[—> C, on a I’équivalence suivante :

X
Tim f/ tF () dt =0,
400 0 400
/ f(t)dt converge <= < Pour touta > 0, l'intégrale / e " f(t) dt est convergente,
0 0

+o0
lim e " f(t) dt existe dans C.

a—0t Jo

—+00 +o0
De plus, dans ce cas, lim / e f(t)dt = / f(t)dt.
a—0tJo 0

La partie III. du probléme est indépendante des autres parties.

Partie I.

Dans toute cette partie, on considére une application continue f : [0, 00— C telle que

—+o0
f(t) dt converge.
0

+oo x
Onnote I = f(t)dt. Pour x > 0, on pose F(x) = / f(t)dt.
0 0
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Q.14 > Montrer que l’application F admet une limite finie en +oo et qu’elle est bornée sur [0, +o].

Q.15 > En déduire que pour tout a > 0, 'application t — ¢~ F(t) est intégrable sur [0, +oo].

+00
Q.16 > Soit a > 0. Prouver que l'intégrale / e " f(t) dt est convergente et que
0

/m e f(t)dt =a /H}o e "F(t)dt.

0 0

—+o0
On considere l'application £ : a € [0, +oo[— L(a) = / e " f(t)dt.
0

Q.17 > Montrer que L est de classe C* sur |0, +oo[ et que pour tout n € IN* et touta > 0,

LM (a) = a/

0

“+o00

(—t)"e ™ E(t) dt+n/0+oo(—t)”_1€_”t1-"(t) dt.

Q.18 > Justifier que pour touta > 0,

L(a) = /0+oo e “F (g) du,

puis en déduire que £ admet une limite finie a droite de 0 et que

lim L(a) = 1.

a—0t

Q.19 > Prouver que lim L(a) =0.

a——+oo

400
Pour x > 0, on pose G(x) = f(t)dt.

X

Q.20 > Justifier que 'application G:x — G(x) est bien définie et dérivable sur [0, +oo[ et que lim G(x)=0.

X—+o00

Q.21 > En déduire que pour tout e > 0, il existe A > 0 tel que pour tout x > A,

1 X
f/ G(¥) dt‘ <e
0

X

Q.22 > Soit x > 0. Prouver que 315/ tf(t)dt = —=G(x) + % / G(t)dt.
0 Jo

Q.23 > En déduire que

/Ox F(Hdt = o).

X—>—+00
On considere dans la suite, I'application
@:[0,4[ — R
sint .
- sit> 0,

t — () =
1 sit =0.

o gint

Q.24 > Justifier la convergence de / e dt.

0

+o0
Pour a > 0, on pose L,(a) = / e o(t)dt.
0
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Q.25 1> Montrer que L, est dérivable sur |0, o[ et que pour touta >0, £,(a) = Tra

L te° gint
Q.26 > En déduire la valeur de / 4 dt.
0

Partie II.

Dans toute cette partie, on considere une application continue f : [0, +-00[— C telle que

1m11/tﬂﬂmza
0

x—+o0 X

—+o0
Pour tout a > 0, l'intégrale / e " f(t) dt est convergente,
0

+00
lim / e~ f(t) dt existe dans C.
0

a—0t

On définit I'application

1 r* .
e tf(f)dt six >0,
x — g(x) 1
5£(0) six = 0.

Q.27 > Montrer que g est continue sur [0, +0[.

“+o00 [e%]

+
e o(t)dt et / te""g(t) dt

Q.28 > Justifier que g(x) = o (i) et en déduire que les intégrales /
0 0

x—>_+oo
convergent, pour touta > 0.

Q.29 > Soit a > 0. Montrer que pour tout x > 0,
X X X
/ e f(t)dt = xg(x)e ™ +/ e g(t) dt+a/ te g (t)dt,
0 0 0

+o00 +o0 +oo
et en déduire que / e "f(t)dt = / e o(t)dt+a / te""g(t)dt.
0 0 0

+oo +o0
Q.30 > Prouver que lim a / te~"¢(t)dt = 0 et en déduire que lim e "¢ (t) dt existe et vaut
0

a—0t a—0t Jo

—+o0
lim e " f(t)dt.

a—0t Jo

1 X
Q.31 > Montrer que lim —/ tlg(t)|dt = 0.
0

xX—+oo X

Q.32 > Justifier que pour toutt € R, 1+t < e

Q.33 > Montrer que lim (/ g(t) dt—/ e v g(t) dt> =0.
0 0

X—+400

+oo e_£
efﬁg(t) dt et / - dt, pour tout x > 0 et montrer que

X

+o00
Q.34 > Justifier la convergence des intégrales /
X

+o0 ot d +0°eféd
/x e xg(t) tx_>—+ooo /x ; t].
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—+o0

1o . _t _
Q.35 En déduire que xgrpw e g(t)dt =0.
+o00 +o0 +oo
Q.36 > Prouver que l'intégrale / g() dt converge et que / g(t)dt = 111%)1+ e g(t)dt.
0 0 a— 0

x X +0o0
Q.37 > Montrer que pour tout x > 0, / f(t)dt = xg(x)+ / g(t) dt et en déduire que f(t) dt converge
0 0 0
et que
+o00 +o0
f(t)dt = lim e " f(t)dt.

0 a—0* Jo

On considere I'application

¢$:[0,+00] — R
ti—sint sit >0,
t — p(t) =< e —1
1 sit=0.

Q.38 > Justifier que ¢ est continue sur [0, +o0].

—+00
Q.39 > Soita > 0. Prouver que / e "'¢(t) dt converge et que
0

/me—“f (t)dt——;-i—io#
0 ¢ 1442 H(nta)?

(On pourra utiliser un développement en série entiere).
+00

+o00
Q.40 > Montrer que lim e " p(t) dt existe dans R, mais que l'intégrale t) dt diverge.
q ¢ q g 0 ¢ 8

a—0t Jo

Partie III.

Soit C = C([0,1],R) le R-espace vectoriel des fonctions continues sur [0, 1] a valeurs réelles.

On rappelle que l'application || - || : f — [|f|le = sup |f(x)| est une norme sur C.
xe[0,1]
Q.41 > On pose pour tout n € IN* et tout x € [0,1], f,,(x) = x" — x*".

Vérifier que pour toutn € N*, f, e B={h € C; ||h|o < 1}
Q.42 > Justifier que la suite de fonctions (f,),en+ converge simplement sur [0, 1] vers la fonction nulle.

Q.43 > Montrer que (f,)nen+ N'admet aucune sous-suite convergente dans (C, || - ||«) et en déduire que B

n’est pas un compact de (C, || - ||c0)-

Q44> Soient f € C et x > 0. Prouver que la série ) _ e™™ f(e™) converge.
n>0

Onnote L(f)(x) = Jio e " f(e7™M).

n=0

Q.45 > Montrer que I'ensemble E = {f € C, 1i1’51+ xL(f)(x) existe dans R} est un sous-espace vectoriel
x—

fermé de (C, || - ||co)-
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Pour f € E, on pose

T(f) = lim xL(f)(x).

x—0t

Q.46 > Prouver que 'application T : f € E —— T(f) est une forme linéaire continue sur (E, || - ||«)-

Q.47 > Montrer que pour tout k € IN, I'application my. : t € [0,1] — t* appartient a E et que

T(my) = /0 L (1) dt.

Q.48 > En déduire que E = C et que pour tout f € C,
+oo 1

lim x Y e f(e7) = / F(1) dt.
n=0 0

x—07F

* Fin de I’épreuve
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