Q.23 > On suppose que A € S (R). Montrer qu'il existe 5 € Sq(R) telle que A = 9=

I11.B)
Q.24 > Montrer que A, , est de classe C® sur R et que pour tout k € IN" et pour tout x € R,

® k xA
A,,(x) = Tr(BA'€™" B).

Q.25 > Montrer que A, , est constante sur R si et seulement si AB = 0.

Q.26 > Montrer que pour tout x € R, Aﬁ,u (x) > 0. En déduire que pour tout x € R,

A,,(x) = ||BI* +xTe(BAB).

Qu’est ce qu'on obtient si Tr('B A B) = 0?

Q.271> On pose H = {M € S,(R), Tr(‘B M B) = 0}. Montrer que H est un hyperplan de S;(R) et justifier
que H & vect(l) = Sx(R).

Q.28 > Montrer qu'il existe « € R vérifiant, pour tout x € B A0 2e™ |B|I* > 0.

2
A, X
Q.29 > En remarquant que 4, ,(x) = (B,e*'B), montrer que pour tout x € R, f(—Ai”ETg— < ||BJI-
AB

IIL.C) Soit S = {M € M,(R), |[|M]| = 1}, lasphere unité de M, (R) pour la norme || - ||.
Q.30 > Montrer que @, est strictement positive sur S et que go . admet un maximum et un minimum sur S.
Q.31 Soit (U, V) € (R")* Montrer que Tr(U ) = (U|V), ot (-|-) estle produit scalaire usuel de R".
Q.32 > Soit A € Sp(A). On considére un vecteur Y € Ex(A)\ {0} et soit N = Y ‘Y. Montrer que N # 0et
que ¢, (N) = e*||N||>. Déduire que et € 9,(8).
I11.D)

Dans la suite, notons par Ay > - - - > A, les valeurs propres deux a deux distinctes de A. Soit u I’endomor-

phisme de R" canoniquement associé a A.
Pour tout 1 < i < r, onnote d; = dim Ex,(A) et Bi = (Viy,..., Vig,) une base orthonormée de Ej, (A).

Onnote B= (By,....B;) = (Vm,...,le,szl,...,VLdz,...,Vm,...,V,,dr).

Q.33 > Justifier que B est une base orthonormée de R".

Pour tout 1 < i < r, on définit la matrice A; par
d;
Af = Z Vi,mtvi,m'
m=1

0.34 > Soit1 < i < r. Vérifier que pour tout 1 < k <d;, A;Vix = Vietque pour toutl <jgr, j#EI

etl1 <k<djonaA;Vj= 0. En déduire que 'endomorphisme canoniquement associé a A; est la
projection orthogonale sur Ej, (A).

Q.35 > Montrer que pour tout x € K, ona
,
em = ZBAiXA,'.
i=1
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[Eusage de la calculatrice et de tout dispositif électronique est i.nterdﬂ

Donnez vos réponses aux questions dans les espaces prévus sur les feuilles de réponses. Si vous avez

besoin de plus d’espace pour une réponse, vous pouvez utiliser 'espace supplémentaire disponible a la

fin des feuilles de réponses en précisant le numéro de la question et en indiquant dans l'espace réponse

que la réponse se poursuit sur l'espace supplémentaire.

Notations

. Dans tout le probléme, n désigne un entier naturel non nul. M, (R) désigne l'espace des matrices

carrées d’ordre n a coefficients réels, I, est la matrice unité d’ordre n. Pour M € M,(R), xm est le
polynome caractéristique de M. On note aussi Sp(M) I'ensemble des valeurs propres réelles de M

et E;(M) le sous-espace propre de M associ¢ a la valeur propre A. Pour une matrice A, ‘A est la
transposée de A.

On note diag (A1, - .., Ay) la matrice diagonale d’ordre 1 a coefficients diagonaux Aq, ..., Ax.

On désigne par S,(R) I'ensemble des matrices symétriques (vérifiant ‘M = M) de M;(RR) et par
S} (R) I'ensemble des matrices de Sy (R) a valeurs propres positives.

On note par O, (R) I'ensemble des matrices orthogonales (vérifiant ‘M M = I,) de My (R).

. Lespace vectoriel R" est identifié a I'espace My, (R) des vecteurs colonnes a # composantes réelles.

11 est muni de son produit scalaire usuel défini par (X Y) = X Y et de la norme euclidienne associée
notée | - |,

Lorsque E est un espace vectoriel, idg désigne I’endomorphisme identité de E et L(E) désigne l'es-
pace des endomorphismes de E. Si u € L(E), on note xy le polynome caractéristique de u, Sp(u)
I'ensemble des valeurs propres réelles de u et E,(u) le sous-espace propre de u associé a la valeur
propre A. De plus, si B est une base de E, on note Mg (1) la matrice de u dans la base B.

Si A € My(R), on rappelle que 'endomorphisme u : X € R" — AX € R" est I'endomorphisme
de R" canoniquement associé a A. Il est clair que Ker(u) = Ker(A) et que pour toute valeur propre

réelle A de A, Ex(u) coincide avec Ey(A).




Partie I.

Dans cette partie, (E, (+|-)) désigne un espace euclidien de dimension n muni du produit scalaire (-]-) et
|| - ||, désigne la norme euclidienne associée. Soit u un élément de L(E).

Q.15 Si A et B sont deux éléments de M, (R), on pose (A, B) = Tr('A B) o Tr désigne la trace. Montrer

que (-, -) définit un produit scalaire sur M, (R). On note || - || la norme euclidienne associee.
Q.2> Soient A € M,(R) et P € On(R). Montrer que |[PAP7Y|| = || A].
Q.3 > Soient B et B' deux bases orthonormées de E et notons A = Mp(u) et A' = Mg (u). Montrer que
Al = A"l

On définit alors la trace étoilée de u notée T*(u) par T*(u) = ||A]|* ot A est une matrice de ’endomor-

phisme u dans une base orthonormée de E.
Q41> Soit A € R. Montrer que pour toute matrice N de M, (R) nilpotente, on a ||N + Aly||? > nA%.

En déduire que si I’endomorphisme u — A id est nilpotent, alors T*(u) > nA2.

n
Q.5 Montrer que si B = (ey, ..., ex) estune base orthonormée de E, alors T (u) = Z Hu(e,—)”%.
i=1

Q.6 > Montrer que pour tout x € E, u(x)]? < T*(u)||x||%. En déduire que pour tout A € Sp(u), on a
A? < T*(u).

Si F est un sous-espace vectoriel de E, on définit la trace étoilée de u restreinte a F, notée T"(u, F), par

T*(u,F) = T*(u o pr) ol pr est la projection orthogonale sur F.

Supposons que F est un sous-espace vectoriel de E de dimension p > 1 et que B = f{e1;:: ep) est une base

orthonormée de F.
4

Q.7 > Montrer que T*(u, F) = ue)l)? < T*(u).
f=1

Q.8 > En déduire que T™(u, F) = 0 si et seulement si F C Ker(u).

Partie II.

Soit N une matrice de My (R) et f 'endomorphisme de R" canoniquement associé a N.
Q.9 > Justifier que T (f) = |N|? et que pour tout A € Sp(N), on a A2 < ||IN|%
Q.10 > En déduire quessi | N|| < 1, alors [, — N est inversible.

Soit A une valeur propre réelle de N de multiplicité m. On se propose de montrer que IN||2 > mA%.

Q.11 > Montrer qu'il existe un polynome Q € R[X] tel que Q(A) # Oet
R™ = Ker ((f — Aidg,)™) & Ker(Q(f))-
Justifier que Ker ((f — Aid,, )™) et Ker(Q(f)) sont stables par f.

Dans la suite, on pose F; = Ker ((f —Aidg,)") et F2 = Ker(Q(f)). Onnote par fi et f2 les endomorphismes
induits par f respectivement sur F; et B.
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Q.12 > Montrer que x; = X, X, Si F2 # {0} etque xy =x, sih> = {0}.

Q.13 > Montrer que f; — Aid, est nilpotent et déduire que x, = (X - A)? oud = dim Fy.

Q.14 > Justifier que Q(f2) = 0 et déduire que A n’est pas une valeur propre de f>.

Q.15> En déduire qued = m et que T"( f1) > mA% (On utilisera le résultat établi dans la partie L)

Q16> Montrer que T*(f, Fi) = T"(f1) et déduire que IN|? > mAZ.

Dans la suite, on suppose que N posséde au moins une valeur propre réelle non nulle. Notons par Ay, ..., A,

les valeurs propres réelles non nulles deux a deux distinctes de N ayant respectivement pour multiplicité

My, ..., M.

Q.17 > Montrer qu'il existe un unique xo € R tel que I, = xoN||* = min{||l, — xN|>, x € R}.Onnote

o= [Ty = xoNJ|J%.

(Tr(N))? . (Tr(N))?
Q.18 > Montrer que h, = n — N et en déduire que h,, > n — ——-——{nag( Al
<i<r

Q.19 > Dans cette question, on suppose que 0 € Sp(N ). En utilisant la question Q.10, montrer que

(Tr(N))?
> - .
h, > max {1, n P }
1<i<r
Partie IIL.

+00 Ak

On rappelle que si A est une matrice de My (R), la matrice exponentielle de A est g e Z % et pour tout
k=0 "

xR ona Aet = ¢4 A. On rappelle aussi que si A = diag(A1, ..., An), alors et = diag(eM,....eM).

Etant donné deux matrices A et B de M, (R), on définit pour tout x € R,

A,,(x) =Tr('Be* B),

et on définit I'application

N — Tr(‘NeN).

Dans toute cette partie, on considére une matrice symétrique A € 5,(R) et une matrice B non nulle de

M, (R).
IILA)

Q.20 > Considérons A € Sp(A) et Y € E;(A). Montrer que pour tout x € R, ona ey = MY,

Q.21 > Montrer qu‘il existe des réels A, ..., An et une matrice P € O,(R) tels que Vx € RetVk € N, ona

Ake*d = P diag (/’L;e’\",/\;e"“, . .,/\;e’\"x) P,

Q.22 > Justifier que pour tout x € R et tout k € N,ona A%e* € S (R).
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Pour toute matrice N de M,(R), on désigne par f I’endomorphisme de R" canoniquement associé a ‘N

c’est a dire

fy :R" — R",
X == NX

et on définit pour tout 1 < i <7, q,(Ai) = T*(f,, Ex,(A)), la trace étoilée de f), restreinte a Ey(A).
Considérons une matrice N de M, (RR).

Q.36 > Montrer que, pour tout1 <7 <r,ona Tr('NA;N) = q,(Ai)- Vérifier que pour tout x € K, on a

r

Tr((Ne*A N) = }_ Mg, (L),

=1

¥
En déduire que }_ g, (A;) = [IN|1%
i=1
Q.37 > Soit1 < i < r.On suppose, dans cette question, que qy(Aj) = 0pourtoutj € {1,...,r}\ {i}. Montrer

que f, o u = Af, puis que AN = A;N.

IILE)
. — oM _ M
Q.38 > Montrer que min ¢, (M) =e™ et max @, (M) =e".
Onpose ¢ : My(R) — R, N+ Tr('Ne”N) - eM||IN|2.

Q.39 > Montrer que  est différentiable sur M, (R) et que pour tout N € M,(R), la différentielle de iy en N

est donnée par
Dy(N)H = 2Tr(*He"N) — 26" Tr('HN), VH € Mx(R).

Soit Ny € S tel que ¢, (No) = g,

Q.40 > Montrer que ¥ admet un maximum au point Nop. En déduire que e*No = M Np.

Q.41 Etablir la relation Y (e* — e*1)q,, (A;) = 0 et déduire qu'on a aussi ANp = A1 No-
i—2

ILE)

On revient a 'étude de la fonction A, (x) = Tr(‘B e4B), VxeR
Q.42 OnposeSp*(A) = {A;, 1 <i<r, q,(Ai) # 0}. Justifier que Sp™(A) # @.
Q.43 > On suppose que a1 > - -+ > &p, sont les éléments distincts de Sp™(A).

Montrer que A, ,(x) I g, (1) €% et que A, (X) ~ g, (am) e,
, . . i

2
Ayl
En déduire que la fonction x +—— %T%)—g— admet des limites en +00 et —co qu’on précisera.
AB

% Fin de l’épreuve *
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