
Q.æ> OnsupPose que A € S*(R)' Montrer qu'il existe S e S' (lR) telle qu e A '= 52 '

III.B)

Q.24 > Montrer que Âr,, est de classe C- sur IR et que pour tout k € lN* et Pour tout x € lR'

aÏ',trl: rt(BAke'AB)'

Q.25 > Montrer que 
^,1.8 

est constante sur R si et seulement si AB : 0'

e.26 > Montrer que Pour tout, € R, A1,B(r) > 0' En déduire que pour tout r € IR'

Â,,,(') > llBll'z+ xrr(ts A B)'

Qu'est ce qu'on obtient si Tr(ts A B) : 0?

Q.27> on Pose n: {M€ s,(R), tt(E MB) = 0}' Montrer que H est un hyperplan de s'(iR) et justifier

queHO vect(I,) : S,(R)'

Q.28> Montrer qu'il existe a e IR vérifiant, pour tout r € IR' Âr.,(r) > t^'llBll' > 0'.,,
l^.-(.x))

Q.29> En remarquant que Ar.r(r) : (8,e'18), montrer que Pour tout ' t 
p' l3uj]{ 3 llfll2'

ll.c)soit,s= {rra e M,(lR), llMll : r}, h sphère unité.de M,(lR) pour la norme ll ll'

Q.30 > Monher que 9,{ est strictement positive sur S et que qr admet un maximum et un minimum sur S'

Q31 > Soit (U,y) e (R')2. Montrer que Tr(U V) : (UlV),ofr (l') est le produit scalaire usuel de lRn'

Q.32>Soit^€SP(A).OnconsidèreunvecteurYeË^(A)\{0}etsoitt"I:VY'MonEerqueNl0et
que q^(N) : ,^llNll2.Déduire que eÀ € 9^(S)'

III.D)

Dans la suite, notons par À1 >...> L,les valeurs propres deux à deux distinctes de A' soit a l'endomor-

phisme de R' canoniquement associé à A'

Pour tout 1 ( i ( r, on note di : dim E,,q (â) etBi = (Vil,"',i47,) une base orthonormée de E1'(A)'

On note 6 = (&,.. .,8) = (Vt,. ..,Vt,auVz1,'.',V2,a,, "',V,), "''V'1,)'

Q.33 > Justifier que B est une base orthonormée de lR''

Pour tout 1 < i ( r, on définit la matrice A; par

di

Ai: LVi,^Vi,^.
a=1

eJ4> Soit 1<i < r.Vérifier que pour toû 7 <k3di, AiVi,t: yi,k et que Pour tout 1 < i3r' i*i

et1(k<dl,onaAiVi,*:I'Endéduirequel'endomorphismecanoniquementassociéàAiestla
projection olthogonale sur E1, (A)'

Q,35 > Monher que Pour tout r € R, on a 
r

,xt _ leirt A..
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Notations

. Dans tout le problème, r désigne un entier naturel non nul. Mn(lR) désigne l'espace des matrices

carrées d'ordre n à coefficients réels, I, est la matrice unité d'ordre tl Poui M € M,(R), XM est le

polynôme caractéristique de M. on note aussi sp(M) l'ensemble des valeurs propres reelles de M

et E1(M) le sous-espace propte de M associé à la valeur propre À' Pour une matrice Â' fÀ est la

transposee de A.

.Onnotediag(Àt,...,Ar)lamatricediagonaled'ordrenàcocfficientsdiagonauxÀ1"'À''

. on désigne par s,(R) l,ensemble des matrices symétriques (vérifiant tM : M) de M, (lR) et par

Sf (R.) l'ensemble des matrices de Sn (lR) à valeurs propres positives'

. On note par O,r (lR) l'ensemble des matrices orthogonales (vérifianltM M = I') de M' (lR)'

. L-espace vectoriel IR,, est identifié à l'espace Mn,1(lR) des vecteurs col0nnes à z composantes réelles'

Il est muni de son produit scalaire usuel défini par (xlY) = tX Y et de la norme euclidienne associée

notée ll .11,.

.LorsqueEestunespacevectoriel,idsdésignel'endomorphismeidentitédeEet'C(E)désignel'es-

pace des endomorphismes de E. Si u e L(Ë), on note X! le polynôme caraôtéristique de u' Sp(u)

l'ensemble des valeurs propres réclles de a et E1(u) le sous-espace propre de u associé à la valeur

propre À- De plus, si 6 est une'base de Ë, on note M6(a) Ia matrice de u dans la base B'

. Si A € Mn(lR), on rappelle quel'endomotphisme l : X € lRr F+ 
"4X 

€ lR,l est l'endomorphisme

de IR' canoniquement associé à A Il est clair que Ker(u) : Ker(A) et que Pour toute valeur ProPre

réelle À de A, E7@) corncide avec E1(A)
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Donnez vos réPonses aux questions dans les espaces Prévus sur les feuilles de réponses. Si vous avez

besoin de plus d,esPace Pour une iéponse, vous Pouvez uüliser l,espace supplémentaire disponible à la

fin des feuilles de réponses en Précisant le numéro de la question et en indiquant dans l'espace réponse

que la réponse se Poursuit sur l'espace supplémentaire



Partie [.

Dans cette partiq (E, ('l')) désigne un espace euclidien de dimension n muni du produit scalaire ( l ) et

ll . ll, désigne la norme euclidienne associée' Soit u un élément de l(Ë)-

Q.1 > si i{ et B sont deux éléments de M,([t), on pose (A, B) : Tr(tÀ B) où Tr désigne la trace Montrer

que (',') définit un produit scalaire sur M'(lR)' On note ll ll Ia norme euclidienne associée'

e.2 > Soient A € M,(R) et P € O,(R). Montrer que IIPAP-II = llÂll'

Q.3 > Soient 6 et 6' deux bases orthonormées de E et notons A : MB@) et At -- MB' (u) Montrer que

llAll= llÀ'll.

on définit alors la trace étoilée de a notée T-(1l) par T'(u) = llAll2 ori A est une matrice de l'endomor-

phisme u dans une base orthonormée de E'

Q.4> Soit À € R. Monker que Pour toute matrice N de M,(R) nilpotente' on a llN + ÀI' ll2 > zÀ2'

En déduire que si l'endomorphis me u - lidpest nilpotent' alors T'(u) > n/ z 
'

Q.5> Montrer que si 6: (et,...,en)estunebaseorthonorméedeE'alorsTt(a):Élt'l'')ll3'
i:1

e.6 > Montrer que pour tout r € E, llr(r)ll? < f-(r)llrllf' En déduire que pour tout À € Sp(u)' on a

i2 < T'(u).

Si F e§t un sous-espace vectoriel de E, on définit la trace étoilée de a restreinte à F, notée T. (u'F)' par

T'(u, F) = T. (u o pp) où Pr est la Pro,ection orthogonale sur F'

Supposons que Ëest un sous-€sPace vectoriel de E de dimension p > 1 et que B -- ("' "''e') est une base

orthonormée de F.

e.7 > Monker que T-(u, F) = ftl"tr,lll? < r' (u).

Q.6 > En déduire que T-(u, F) : 0 si et seulement si F c Ker(l)'

Partie IL

Soit N une matrice de M, (R) et / l'endomorphisme de lR' canoniquement associé à N'

Q.9 > Justifier qu eT- U) : llNll2 et que pour tout 
^ 

€ Sp(N), on a À'? < llNll'?'

Q.10 > En déduire que si llNll < 1, alors In - N est inversible'

Soit À une valeur propre réelle de N de multiplicité m. On se propose de monker que llNll2 > rrÀ2

Q.11 > Montrer qu'il existe un polynôme Q € R[X] tel que Q(À) I 0 et

Rn: Ker ((f - /'idàT) orer(Q(/)).

Justilier que Ker ((f - 
^idR")*) 

et Ker(Qf)) sont stables Par /'

Dans la suite, on pose Fl = Ker ((/ - 
^ 

dR' ),) et 6 : Ker(Qff) ). on n ote par fi et/2 les endomorphismes

induits par / respectivement sur Ft et I:'
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ffi'|,...,11h.

e.17> Montrer qu'il existe un unique ro € [t tel que lll, -x6Nll2 = min{lll'-ÏNll2' r € IR} On note

hr: llh - roNll2.

e.rs > Monher q ue h, = n îH et en déduire que h* )- n -ffi,'*Ë

Q.19>Danscettequestion,onsupposeque0€SP(N)'Ent'tillsantlaquestionQ'10'montrerque

, (r.(ru)1t
ft, 2 max \1,, -;*;rt j

Partie III.

^ fAk
on rappelle que si A est une maüice de Mr(lR), la matrice exponentielle d e A est e^ = à 1! et Pour tout

x € IR,ona Ae'A : e'A A.On rappelle aussi que si A : dia1(h,"''l,,)'alorceA: diag(e^"" 'e^')'

Étant donné deux matrices A et B de Mr(R), on définit pour tout 'r € IR'

L.u@) - Tr(tB e'A B)'

et on définit l'aPPlication

g,, : M,(R) -r 
IR,

N '- + Tr(lVeAN).

Dans toute cette Partie, on considère une matrice symétrique '4 € S'(R) et une matrice B non nulle de

M,(R)

ITI.A)

Q.20 > Considérons À e Sp(A) et Y e E1(A) Montrer que pour tout 'r € lR' onae'Ày : eÀ'y'

Q.21 > Montrer qu'il existe des réels lr," ',À,et une matrice P € O'(R) tels que Vx € lR et Vk € N'ona

Ake'A : r d;ag (À\e^", llr/",.. .' lr,e^u) r-1'

Q.22 > Justifier que Pour tout, € R et tout k € N, on a Ale'A € SX(tt)'
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Q.12 > Montrer que XI = Xr,Xtzsi fz I {O} et que I/ : 1r, si Ë2 - {0}'

Q.13 > Montrer q ue fi - lid,, est nilPotent et déduire que 1r, -- (X - ùd où d : dim Ër'

Q.14 > fustifier q ue Q(fz): 0 et déduire que À n'est pas une valeur propre de /:'

Q.15 > En déduire que d : fi et que r- fl) > tn À2. (on utilisera le résultat établi dans la partie I.)

Q.16 > Màntrer q ue T. (t', F) = T. (fi)et déduire que ll Nll2 > zÀ2'

Dans la suite, on suppose que N possède au moins une valeur propre réelle non nulle' Notons par À1' ' ' ' ' 
À'

les valeurs propres réelles non nulles deux à deux distinctes de N ayant respectivement pour multiplicité



pour toute matrice N de Mr([t), on désigne par /, l'endomorphisme de [t' canoniquement associé à 1ÿ

c'est à dire

/, : IR' -+ lR',

x ,--+ tNX

et on définit pour tout 1 < i <r' q*(À): T'(fN'Ert(A))' la traceétoiléedef' restreinte à E^'(A)

Considérons une matrice N de M, (R)

Q.35> Montrer que, Pour tout 1 ( I < r,onaTr(îVa'iV; = 4*(Â;) Vérifier que Pour tout x 6IR'onâ

Tr(îV e'l N) : f, e^''q, (À;)

En déduire que Lq',6,): llNll'.
j=1

e.37 > Soitl < i < r. On suppose, dar-rs cette question, que 4, (À;) = 0Pourtout/ e {1'"''r}\ {l}' Montrer

que /, o u : ÀiÂ Puis que AN : 
^iN'

III.E)

e.3B > Montrer que pu rr (M) = e^' et ff!!9^(M) = e^''

On pose ÿ : M, (lrt) --+ R, N '--+ Tr(rNeAN) - e^r llNll2'

Q.39 > Monker que ÿ est différentiable sur Mn (lR) et que pour tout N € M' ([t)' la différentielle de ÿ en N

est donnée par

Dÿ(N)H = 2Tr(tHeAN) -2e^'\(tHN), vH € M,([t).

Soit Ns € § tel que 9^ (No) : eÀ'.

Q.40 > Montrer que ÿ' admet un maümum au point N6' En déduire que elNs = e^'No'

r

Q.41 > Établir la relation f,(el' - e^')q*o(L,): 0 et déduire qu'on a aussi ANo : ÀtNo

III.F)

On revient à I'étude de la fonction Â^.r(r) : Tr(tBe'A B), Vx e [t'

e.,u> OnposeSp'(A) : {À.i, 1<i<r, S"(i)*0} lustifierqueSPr(A)*A

Q.43 > On suPPose que a1 > ' ' ' > en sont les éléments distincts de SP.(A)'

Montrer que Â,,, (x) - q BOq) e'1' et que A,., (r) 2i4 "(a*) 
en^* '

, , '2
En déduire que la fonction, ,--. W 

admet des limites en +oo et -co qu'on précisera'

* Fin de l'éPreuve *
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