1 T
Pour tout entier relatif k, on pose cx(u) = 5 f u(t)e™* dt.

T
Q.38 ProuverqueVn e N, Vx € R, Z ci(u)e™ = iﬁ/ u(x —t)Dy(t) dt.
=

k=—n

Q.39 > Justifier que pour tout n € N et tout x € R,

Zn: ce(w)e® — u(x) = 2_1;% /j{ vx(#) sin ((rz + %) t) dt,

k=—n
ur—t) —ux) si — S
ol v (£) = sin (1) t& [~ 7] ~ {0},
20/ () it =0.

Q.40 > Montrer que pour tout x € R, v, est une fonction de classe C' sur [, 7).

n—+oo J_

T
Q.41 Prouver queVx € R, lim Ux(t) sin ((n + %) t) = {),

Q421> Endéduireque Vx € R, u(x)= lim ): cp(u) "

n—+oc
k=-—n

Q.43 > Prouverque Vk € Z, cp(u) = %F(k).
Q.44 > Etablir la formule suivante :

x+2km)?

YxeR, Ilm Z e 2w = lim Z e T"“kx_
H—+00 e 27»1» )1—)4 ookg_"

Q.45 > En déduire que
Vo' >0, Zga (n) = 1_" i ¥, 4.2 N ): e

Partie V.

Soiente,f €R; a < fets € R
Q.46 > Prouver que Vy € [a, 8], 0 < (B —a)e” < (B —y)e™ + (y — a)eP,
Q.47 > En déduire que si 0 € [a, B], alors Be* — ae®? > 0.

Q.48 > Montrer, & 'aide d'une étude de fonction, que si 0 € [, B}, alors

In (ﬁes“ - aeﬁf’) i (ﬁga—)zsz +In(p — a).

Soit Y une variable aléatoire discréte définie sur un espace probabilisé (), A, P) et prenant ses valeurs dans

[2,B], avec e, B € R; & < B.

Q.49 > Justifier que Y admet une espérance finie et que # < E(Y) < f. Puis en déduire que
Y —E(Y)| < B~

Q.50 > Montrer que Y admet une variance finie et que

V(Y) =mink (Y = x)?) <E ((Y—#)z) < (ﬁ"T“)z.
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ﬁ’usage de la calculatrice et de tout dispositif électronique est interdit.

Donnez vos réponses aux questions dans les espaces prévus sur les feuilles de réponses. Si vous avez
besoin de plus d’espace pour une réponse, vous pouvez utiliser I'espace supplémentaire disponible a la
fin des feuilles de réponses en précisant le numéro de la question et en indiquant dans I'espace réponse

que la réponse se poursuit sur I'espace supplémentaire.

La partie V. est indépendante des autres parties.

Partie I.

e 2
3exta.n6

X 2
; B .
Q.1 > Montrer que Vx & R, /0 e dt = XIO H_C_(W_de

S
Soit /1 la fonction définie sur R par h(x) = /4 e w?odf, xe&lR
Jo

Q2> Prouver que lim h(x) = 0.

00

Q.3 &> Justifier que h est de classe C! sur R.
"

Q41 MontrerqueVx € R, H(x)= _23—1’2/ =2 ds
0

Q.5 > Expliciter h.

+co T
Q.6 1> Justifier que l'intégrale / e~V dt est convergente et qu’elle vaut T
Jo

Partie I1.

Soit ¢ > 0. Pour tout x € R, on pose

22
Prlx) = . e 7 et Gg(x):f g (t) dt.

Q.7 > Vérifier que la fonction g, est intégrable sur RR.

Q.8 > En déduire que la fonction G, est bien définie sur R.

Q.9 > Justifier que ngU(t) di=1,




Q.10 > Prouver que pour tout x > Qettoutt > x,

¢ +00 0—2
gt < ;gg(t) et que /; go(t)dt < ?gg(x).

0.2 x +o0
Q.11 > Montrer que Vx > 0, 2152 galt) & /x g (1) dt
2
Q.12 > Endéduire que 1 — Gy (x) ~ E'—gg( )

x—+0o X

+00
Q.13 > Pour s € R, prouver la convergence de I'intégrale / e S'g.(t)dt.
0

+0o
On note L(s) = / e g, (t)dt.
0
Q.14 > Montrer que Vx € R, 1-Gy(x) =0v2 7T g0 (%) (%)

Q.15 > En déduire que L(s) 5 \}__ %
—+00 &

Partie III.

On note par C, le R-espace vectoriel des fonctions continues et bornées sur [0, +oo[ a valeurs réelles et par
C1(]0, +oo[, R) le R-espace vectoriel des fonctions de classe C! sur [0, +oo| a valeurs réelles.

Soient ¢ > 0 et f € Cp. On considere 1'équation différentielle suivante :

t

(Eop): 9= oyt = —f(t), te [0+l

On note ||f|leo = sUp |f(x)].

Q.16 > Soit ¢ € C!([0, +oo[,R). Montrer que ¢ est solution de (E,s) sur [0, +co si et seulement s'il existe

ce RtelqueVx >0,
X v dt)
p(x) = 20 (%) ( /f )87 (

Q.17 > Prouver que s'il existe une solution de (E,,s) qui soit bornée sur [0, +o00[, alors elle est unique.

+o0
Q.18 > Montrer que la fonction ¢ : x — g_l(T) f f(t)go(t) dt est I'unique solution de (Eg,f) bornée sur
a X
[0, +00[.
On définit ainsi un endomorphisme T, de C; qui & toute fonction f de C, associe To(f) = ¢ olt Y est la

fonction donnée précédemment.

Q.19 > L'endomorphisme T, est-il injectif?

_ Hi+2x)
Q.20 > Montrer que V f € Cp, Vx 20, TR f 2 f(t+ x)dt.
Q.21 1> Soit f € Cp. Justifier que si f est décroissante et positive sur [0, +cof, alors Ty (f) est décroissante sur
[0, +-o0].

Q.22 > Exprimer T, (1) en fonction de £, o1 1 est la fonction constante qui vaut 1 sur [0, +o0].

Pour 1 € N, on note f,, I'application définie sur [0, +oco[ par :
Rxy =" 220
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Q.23 > Montrer que

Vx>0, To(fu)(x)=fa(0)T. T,(1)(x + no?).

fullee
Q.24 > Calculer hm o T (f2) Hw

Q.25 Justifier que I'application N : ¢ — || Ty(@) || est une norme sur Cp.
Q.26 > Les deux normes || - || et N sont-elles équivalentes sur Cp?

Q.27 &> Soit f € Cp. Montrer par récurrence sur € IN, la relation suivante :

vzl TGRS gal(x) ./:w : :ux)”f (+)8o(t) dt,

o T =T,0T,0---0T;.

i

(n+1) fois

n!

+oo
Qs ProwverqueVn e N, V€6, [ s - ) (/0 Fioo (t) dt) 1£loo-

0.29 > En déduire que pour tout n € IN, I'application T (Cp, || - loo) — (Co || - llo) est continue.

Partie I'V.

Soit o > 0. Pour tout x € R, on pose
F(x) = / go(t)e i dt,
R

up(x) = go(x) et un(x) = go(x +2n7) + go(x - 2n7t), pour toutn € N™.

n

On pose aussi pour x € R, u(x) = lim Y ui(x), lorsque cette limite existe.
n—+00 k=0

Q.30 > Montrer que F est de classe C* sur R et que
VneN,VxeR, F"(x)= Az(—z'f)"ga(t)e—mdt.
Q.31 > Prouver que la fonction F est solution sur R de I'équation différentielle :
¥ fwrtay =10

g
Q.32 > Montrer que Vx € R, E(x)=¥¢" ¥

Q.33 > Prouver que la fonction u est bien définie et 2m-périodique sur R.

Q.34 > Montrer que les séries de fonctions 7 o ul et u” convergent normalement sur tout segment
q n
n=0 n>0 n=>0

de R.

Q.35 > En déduire que la fonction u est de classe C? sur R.

Pourn € Nett € R, on pose Dy(t) = X ’ aal

1 Fid
036> Vérifier que Vn € N, E‘n‘/ Da(F) dt = 1.
-

in((n+ 1)t
M sit € R\2nZ,
Q.37 > Montrer que Vn € N, Dy(t) = sin ()
2n +1 sit € 2nZ.
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Q.51 > Prouver que si E(Y) =0, alorsVs € R, 0 < (B —a)E (esy) < pe™ — b
7
: : sY ;}I 2
Q.52 > En déduire quesiO € [a, f] etE(Y)=0,alorsVs €R, E (e ) < ¥, avec 0y = ey

Soientn € N*, X1, Xa, ..., X» des variables aléatoires discrétes mutuellement indépendantes prenant
leurs valeurs dans [a, b], avec a,b € R; a < b, et définies sur un espace probabilisé (€}, A, P). On pose

n Sr1 n
= th My=— et T,= Z'}’ixi;
= n =
i=1 i=1
ot ¥1, 72, - - -, Tn SONt des réels non tous nuls.
Q.53 1> Justifier que
2

Vie {1,2,...,n},VsER, E( (X~ E(Xi-n)

2
b—a

avec o =

|
r—

Q.54 > Prouver queVs € R, E (es(r"_E(T“))) <e 2‘_22 avec 0y = 01 (Z 'ﬁ)

;2
—st+ =
Q.55 > Montrer que Vs >0, Vt >0, P (T, — E(T,) > 1) <e s 73
2
Q.56 > Endéduire queVt >0, P(T,—E(Tx) >t)<e 22 avec oy = —.
2
Q.57 > Montrer que si de plus les variables X1, Xa, ..., Xy suivent la méme loi, alors on a l'inégalité suivante :

ne2
Ve>0, P(|Mn—E(X1)|>¢)<2e 27,

avec o = o =0
- [25] - 2
On suppose dans toute la suite que les variables mutuellement indépendantes X;, X, ..., X, suivent une

méme loi de Bernoulli de parametre p €]0, 1[.
Q.58 > Justifier que Ye > 0, P (|M, — p| > £) <27
Q.59 > En utilisant I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, prouver que

r(l—p)
Ye>0, P(IM,—p|=¢)< =i
Q.60 > Montrer qu'il existe un réel ¢ > 0 tel que pour toutn € IN* et tout ¢ > 0 vérifiant ne? > c,ona:

28—2nE2 < p(] B p)
ne2

Conclure.

* Fin de I’épreuve x
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