
Pour tout entier relatif k, on pose c1 @l : fi f"-"1t)e-ikt 
d1.

e.3s> ProuverqueVn € NI, vr € R, 
rË,rr{r1"T' 

= * l_,"(- - t)Dn(t)dt.

Q.39 > Justifier que pour tout n € lN et tout x € iR,

REPUBLIQI,IE TLTNISIENNE
}ll-tri§Îèr'e dt l'EtrselgDêmetrt S[pérleur

et de h R€cherche Sdetrttf,que
Colcorus Natiouau.t d'Eltrée

aux Cycles de Fomlstiou d'Iugéuierus
Sessiou 2024tl 1 ilt

I c1,çuleikr -r(ù: + I
k*n .tL J _11

u,(f) sin ((, . ;) t dt,

où u, (r) :
u(x-t)*u(x)

sin (l)
-2u'(x)

si f e [-2, z] ... {0},

sif:0.
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Uusage de Ia calculatrice et de tout disPositif électronique est interdit

Donnez vos réponses aux questions dans 1es espaces prévus sur 1es feuilles de réponscs. Si vous avez

besoin de plus d'espace pour une réponse, vous pouvez utiliser l'espace supplémentaire disponible à la

fin des fcuilles de réponses en précisant le numéro de la question et en indiquant dans 1'espace réponse

que la réponse se poursuit sur l'espace supplémentaire.

La partie V. est indépendante des autres parties

Q.40 > Montrer que pour tout n € IR, o, est une fonction de classe C1 sur [-2, z].

Q.41 > Prouver que Vr € IR, lim l:" =0o,(r)sin(0.;),
n

Q.ru > En déduire que Vr € IR, u(:): 11--, I c1,(u1eik'.. nt,ræ kZn
1

Q.43 > Prouvcr que Y k e Z, cp(u) = fif $).

Q.44 > Établir la formule suivante :

Vx e IR, lim

Q.45 > En déduire que
+co a -t /;-::

'dd >0. I- o-,tr) - 
t -u vztL *5'"-zonn?n..' t-t oç \ 1 
^-t /.- Ll

n_.0 LU y zll fi_o

Partie V.

Soient a,p € IR; * < p ets € lR.

Q.46> ProuverqueVy e lo,§1,0 < (§- n1r", 3 (§-y)r'* + (y - a.)esÊ.

Q.a7 > En déduire que si 0 e fa, p), alors pesn - ud? > O.

Q.48 > Montrer, à l'aide d'une étude de fonction, que si 0 € fa, p), alors

fr ., _t,.-.2 - L ),2 ..I e- 
*Ë- : -!- ti,o f- e-îF*it'

-Lt .t'1nfi+\e-ak=nk-n

Q.1 > Montrer queVx € IR,

Soit lr la fonction définie sur IR par h(x) :

e.2 > Prouver que,\1;h(x) : o.

Q.3 > Justüier quc ft est de classe C1 sur IR.

Q.4 > Montrer que V : e R, h' (t) : -2 s-*'

Q.5 > Expliciter ft.

Partie I.

ix ^ rI "-i tarr2 0

Jo 
e-( at = x 

Jo' 
"----r ^ do.

;æn d0,t, e J€IR

/o'
e-t'dt

Partie II.

h(Fr" - ae'l)
(§ - o)'

8
s2+tn1p-a) Q.6 > |ustifier que l'intégrale 

lo** 
,-" ,lt 

"rt "onvergente 
etqu'etteu^ut {'

Soit Y une variable aléatoire discrète définie sur un espace probabilisé (O, 
",1, 

P) et prenant ses valeurs dans

fu, pl, avæ a, p e IR; a < p.

Q.49 > Justifier que Y admet une espérance finie et que a < E(Y) < p. Puis en déduire que

lY-E(Y)l<p .

Q.50 > Montrer que Y admet une variance finie et que

Soit a > 0. Pour tout x € IR, on Pose

s,l\: -+e-* "' G"(x):
ot/Zn

Q.7 > Vérifier que la fonction ga est intégrable sur IR.

Q.8 > En déduire que la fonction Go est bien définie sur IR'

I
Q.9 > Justifier que |,,^g,(t) dt - 1 .

l:- g,(t) dt

ÿ(Y) : min E ((Y - x\2\ < E
x€R ( , - "#)') =-,/

(F - o)'
4
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Q.10 > Prouver que Pour tout r > 0 et tout t > r,

4+e -2

l, sÂtldt<ix,l,)

e.u > Montrer que v x ) o, ffi s,Q) < l,** x,U) a''

Q.12 > En déduire que 1 - C,(x) ,;**Ç *O'

Q.13 > Pour s € R, prouver la convergence de l'intograte /+-

on note l(s) = lo** 
,-" go1t1 dt,

Q.14 > Monher queVr € R, 1 - G"(r) :,tG S'@L (#)'

Q.1s > En déduire que 4(s)

on note par c6 le lR-espace vectoriel des fonctions continues et bomées sur [0, +oo[ à valeurs réelles et par

C1([0, +oo[, [t) le flt-espace vectoriel des fonctions de classe Cl sur [0, +oo[ à valeurs réelles'

Soient a > 0 et / € C6. On considère l'équation différentielle suivante :

(8,,i, v'@ - irl!) = -f (t), r € [0,+oo['

On note ll/ll- - suP l/(x) I'
x>0

Q.16> soit q e c1([0,+oo[,R). Montrer que g est solution de (E,,1) sur 10,+oo[ si et seulement s'il existe

ce [ttelqueVx )0, 7 / .\
etr): ç@\c- Jo I(ùs,(ùat ).

Q,17 > Prouver que s'il existe une solution de (Ë",1) qui soit bornée sur [0' +ool' alors elle est unique

e.18 > Montrer que la fonction !) : x t---+ 
h 1,.* tUrfo(i) dr est l'unique solution de (Ë,,) bornée sur

[0, +oo['

On définit ainsi un endomorphisme To de Ca qui à toute fonction / de Cb associe TrU) : ÿ où ÿ est la

fonction donnée Précédemment.

Q.19 > L endomorphisme Ç est-il iniectif ? 
i* _tJ!t!)

Q.2o> MontrerqueV/e C6,Vx> O' f,(f)k) = l" e-'iæ- f(t+x)dt'

Q.21>Soit/eC6.Justifierquesi/estdécroissanteetpositivesur[O'+o"['alorsT"(/)estdécroissantesur

[0, +oo['

Q.22 > ExPrimer Ç(1) en fonction de ,C, où 1 est la fonction constante qui vaut 1 sur [0, +co['

Pour ,? € hJ, on note /n l'application définie sur [0, +oo[ par :

f'(x): e-"' z)0'

Q.23 > Montrer que

Vr > 0, r,(f,)(r) : f^@)r,O)@ +në)

Q.24> Calculer,m#ni;
Q.25 > Justifier que l'application N : I '-+ llfr(fill- est une norme sur C6'

Q.26 > Les deux normes ll ' ll- et N sont-elles équivalentes sur C6 ?

Q.27 > Soit f € C6. Montrer par récurrence sur z € lN, la relation suivante :

v x > o, rl*'\f )(,) : ;6 l,'* 
(' 

=l)' f (')s'(ù at'

s,O <:c,$) etque

e 't go(t) dt.

où 7i+l =TooToo 'aTo
(r+l) fois

1

s-+- o' \/2ft
1
5

Q.28 > prouver que vn € nN, v f ê cb, llry*'(/)ll- ,'+ (lr.* rs't'l at)

Q.29 > En déduire que Pour tout r e N, l'application Tf+l : (Cr, ll ' ll".) --+ (Ca'll

ll/ll-.
. ll-) est continue

Partie III.
Partie IV.

Soit o > 0. Pour tout r € IR, on Pose

u6(x): go(r) et un(x) : g,(x + Znn) + go(x - 2nz), pourtoutn € htr*

On pose aussi pour x € IR, ,(r) :,1T-*4u1(r), lorsque cette limite existe'

Q.30 > Montrer que I est de classe C- sur IR et que

vn € rN, vr e R, p(r')1r; : 
loFit)"8,u)"-*'at-

Q'31 > Prouver que la fonction F est solution sur ]R de l,équation différentielle :

Y'+êxY:g'

Q.32 > Montrer que Vx e IR, F1x) = e ;* '

Q.33 > Prouver que la fonction a est bien définie et 2zr-périodique sur R'

Q.34 > Montrer que les séries de fonctions ! ur, L uL et I ui convergent normalement sur tout segment
tt>-o ,>0 n>0

de IR.

Q.35 > En déduire que la fonction u est de classe C2 sur IR'

Pour n € tr{ et f € lR, on Pose D,(t) : i eikt '
k=-n

Q.36> vérifierquevr € lN, j l"^o,{ùa, = t

I sin ((n + i) t) si t c R,,znz,
Q37> MontrerqueVn € lN, D,(ù: I si" (i)

lzn tl si t € 27tZ'
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r{x): l*t,U)e-i" 
dt,



Q.51 > Prouver que si Ë(y) : 0, alors Vs € R, 0 < (p - $f (e

Q.s2> Endéduirequesi0 ela,pletE(Y) :0,alorsVs € IR, E

5,
s, Lx,, M et T, -- D7ix,,

Y\ < Be'o -ae"ë.

etY
206( e

)
2

,AvæO0: 

-
p-0(

soient n € NJ., Xr, Xz, . . ., X, des variables aléatoires discrètes mutuellement indépendantes Plenant

leurs valeurs dansla,b),aveca,b € lR; a < b, et définies sur un espace probabilisé (O'"'t'P) On pose

où'n, "Yz, .. ' , ?n sont des réels non tous nuls'

Q.53 > Justifier que

t1 - n

Vi e {1,2,...,n}, Vs c [t, L es(xi-E(xi))( )

2
àvAC O1 -- 7-,o-a

Q.54 > Prouver que Vs e IR, E es(T,-E(1,)) e4( ) I aYeC 02 : 01

1

i

Lü

Q.55 > Montrer que Vs > 0, Vt>0, P(Tt1- E(T') > t) <'-"**''
t2

Q.56 > En déduire que Vl > 0, P (T,t - E(T^) > t) < e- *, ave" * : *
e.57 > Montrer que si de plus les variables Xr, Xz, . . . , Xn suivent la mê*Jloi, ulorc or, a l'inégalité suivante :

Ve > 0, P (lM, *E(xr)l à e) <2e #,

1, b-a
avec ü : otI

On suppose dans toute la suite que les variables mutuellement indépend antes X1,X2,..., X, suivent une

même loi de Bernoulli de paramèhe p el},tl.

Q.ss > Justifier que Ve > 0, P (lM, - pl > e) < 2 e-2"" '

Q.59 > En utilisant l'inégalité de Bienaym&Tchebychev, prouver que

Vr>0, P(IM,-Pl2e)S'#

Q.60 > Montrer qu',il existe un réel c > 0 tel que Pour tout,t € lN* ettouts > 0 vérifiant ne2 > c,ona:

- p(r- p)
nE'

2e-

Conclure.

* Fin de l'épreuve *
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