
Partie C : Un cas particulier important

p

pour toute marri ce A: (ai.) e Mp(C), onpose llAll = pi;,Llrtil

e.11 > Montrer que ll il et une norme sur Mp(C).

Q.12 > > Montrer que l,4Bll < lluall llBll, v A,B e Mp(C)'

> En déduire queV A e Mr(C.),Vn € lN*, on a llA'll < llAll''

> Soit A e Mp(C.) tel que ll.4ll < 1. Montrer que,IlL A' : 0r'

Q.13>soit /q=@i,)<Mp(C)unematricetriangulairesupérieuretelleque,Pourtoutl4ilp,ona
lai,,l < t.Pout tout réel e >0,onposeP. -- diag(l',e, e2, ' ' ,ep-')'
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Le sujet comporte deux problèmes indépendants. Le candidat peut traiter les questions dans l'ordre de son choix. La clarté et la

precision de la rédaction seront prises dans l'appréciation de la copie.

Uusage d'une calculatrice non programmable est autorisé. Tout autre dispositif électronique est interdit

Donnez vos réponses aux questions dans les espaces prévus sur les feuilles de réponses. Si vous avez

besoin de plus d'espace pour une réponse, vous pouvez utiliser l'espace supplémentaire disponible à la

fin des feuilles de réponses en précisant le numéro de la question et en indiquant dans l'espace réponse

que [a réponse se poursuit sur l'espace supplémentaire.

Notations :

Soient p, { € N*, on note :

. Mp,q(K) le K-espace vectoriel des matrices à p lignes et 4 colonnes.

. M p(K) le K-espace vectoriel des matrices carrées d'ordre p.

. GLp(K) l'ensemble des matrices inversibles de Mp(K).

.I, la matrice identité de,À4p(K) et 0p la matrice nulxe de Mp(K).

. lA la matrice transposée de .4.

. Pour A e Mp(K),Sp(A) désigne l'ensemble des valeurs propres deÀ et det(â) désigne le déterminant de â.

. 6" la base canonique de KP et id, l'endomorphisme identité de Kp.

Rappels sur la convergence d'une suite de matrices :

Soit ll . ll une norme quelconque sur,Mp-q(K). Soient (,4,,)n€N une suite dans Mr,r(K) et L e Mp,q(K). Par défini-

tion, si la suite (À1),çp est convergente alors on a :

,IT.â' = L :"=+ tAn - Lll , ,l: o

On peut aussi caractériser la limite de la suite (An)r€N par les limites de ses coefficients, c'est-à-dire :

lim .4n:L<+V1 <i<p,Y7<i<q, lim Anli'il =Lli,i),
,1 , l-ôo l,+1oo

avec Anli, jl désigne Ie coefficient de ân situé à la i-ème ligne et à la i-ème colonne'

Rappelons aussi que l'application bilinéaire :

Mp,q(K) x Mq,,(K) ----+ Mp,,(K)
(A,B) - + AB

est continue sur Mpa(K) x Mq,r(K). Donc pour toute suite (,4r)r6x1 dans Mp'q(K) et toute suite (8,1)r6ng dans

wlq,,(K), on a

,li)-A, = L er 
,1i1_ 

8n : L, + 
nl?"",{n 

Bn : LLt .

@) i+J;ll 4iJ qÊ."+ll

,rrlrJl ,'.-t\3 
sJlrJl Ëltjll 6JIJJ

J IirX iJrLrr ;l)Lu-ll
j»-.:ô rlJrrÉiÀl}.Jl

2O24i )ÿ

RIPUBLIQUE TTI\.I SI EN}-E
llltrlstè1" de I'EDsrlgp€metrt Supétleür

et de lâ Re(her.che SdeDllflque
CoDcolus Natioüarl\ d'Eunée

arx Cycles de Fouuatioù d'Iugéuietrs
Session 2024

> Montrer que

a1) eat,2

0 a>,>

€'A1 1

EA) 1

P;1AP,:

0

aPl,p-'L

0

puis déduire que.]$ P; 'af. : diai(aL.t, az,z, . . . , ap,p).

> Calculer JiT- llP,-U&ll et déduire qu'il existe €0 > 0telque llP;1A4oll < 1'

> Déduire alors que ,l]T*A' : 0r.

Q.14> SoitA e Mp(C) telle que, pour toute valeur Propre 
^ 

€ SP(A),ona lÀl < 1'

> Montrer qu'il existe une matrice triangulaire supérieure T e "Mp(C) et une matrice P € GLe(C)

tels que A : PTP-1 .

> En utilisant la question Q.13, déduire que,§1; Tn :0p.

> Déduire que ,lj:^= 
A' = 0r.

Partie D : Condition suffisante

Q.15 > Soit A : (ai,) e Mp(C) vêrifiant les deux conditions suivantes:

. VÀe Sp(,a),onaÀ:1oulÀi <1.

. Ker(A - Ir) n Im(A - Ip) : {0}.

) vérifier que si Ker(.,4 - rp) : {0} ou Im(.A - io) : {0}, alors la suite (.4n),ew converSe

On suppose dans la suite que 1 e Spec(.4) et que Im(A - lp) * {0}'

> Montrer que .4 est semblable à une matrice de la forme (i :) 
avec Id une matrice identité

d,ordre r/ que l,on precisera et B une matrice dont toutes Ses uâleu.s p.opres sont de module

strictement inférieur à 1.

> Déduire que la suite (u4')new converge

Page 4 sur 6

'l':,:)



objectif : Le but de ce problème est d'établir une condition nécessaire et suffisante sur A e Mr(C) pour

que la suite (A'),<w converge.

Partie A r Étude d'un exemPle

Soit M la matrice de M: ([<) définie par M :

Q.1 » > Sans faire de calculs déterminer det(M).

> En déduire que 0 est une valeur propre de M et vérifier que (1,0, -1) est un vecteur Propre qui lui

est associé.

> Montrer que 1 est une vaieur propre de M et que (1, 1, 1) est un vecteur ProPre qui lui est associé'

> Montrer qr" f "r, 
une valeur propre de M et que (g,2, -12) est un vecteur propre qui lui est

associé.

Q.2 > Montrer que la matrice M est diagonalisable et déterminer des matrices P et P-1 telles que M : PDP 1

Q,5 > Pour tout r, € IN, on considère le vecteur Xn : (anbn c,) e Mr,s(R)'

> Vérifier que pour tout 
''' 

€ IN, Xn11 : XT ' M et déduire explicitement an' bn et cn'

> Calculer les limites de c,, b, et c, quand n ) +æ.

e.6 > Soit Y [a variable aléatoire qui prend pour valeur le numéro de l'étape où la particule arrive au point C

pour la première fois.

> Montrer que Y suit une loi géométrique de paramètre ].
> Calculer l'espérance E(Y) et la variance V(Y) de Y.

> Calculer la probabilité de l'événement N : "la particule ne quitte iamais le point A»'

Partie B : Condition nécessaire

Soit A € Mp(C). On suppose dans cette partie que la suite (À'),rert conver8e vers une matrice L. On note

u l'endomorphisme de CP tel que A : Mate"(u).

Q.7 > Soit 
^ 

€ C une valeur propre de A.

> Vérifier que pour tout n € IN., 
^' 

est une valeur propre de â'.
> En déduire que lÀl < 1 ou À : 1.

1^1
- t, -2- 2

111
JJJ

010

avec D : diag 0
1

1
6

Q.3 > > Calculer M' pour tout n € N*.

> Vérifier que la suite (Mn),;1 converge vers la matrice L définie par :

Q.8> SoitM: e Mz(C)

Une particule se déplace de manière aléatoire sur l'un des tlois sommets A, B et C d'un tliangle de la

façon suivante :

. À l'etape r'r : 0, la Particule se trouve au point A'

. si à l,étape r, la parücule se trouve en A, alors à l'étape suivante elle y reste en .4 ou elle se déplace

vers C de façon équiProbable.

. si à l,étape n, la particule se trouve en B, alors à l'étape suivante elle se trouve sur l'un des trois

sommets de façon équiProbable.

.Siàl,étaperr,laparticulesetrouveenC,alorsàl,étapesuivanteellesedéplaceversB.

Pour tout n € lN, on note resPectivem ent Ar, Bn et Cn les événements «la particule se trouve en A à

l, étape nr, , ula particule se trouve en B à l' étape n, et «la particule se trouve en C à l'étape z » et on note

aussi an : P(An),bn: P(8,) et cn = P (Cn) leurs probabilités respectives'

1 1.
> Montrer que Pour tout n € iN, on à" an-1:7an+ 

dbn'

> Exprimer de même â,r+1 et cn+1 en fonction de a, , b, et cn'

> Montrer que pour tout € N-, M' =

) Préciser les valeurs propres de M. La condition établie dans la question Q.7 est-elle suffisante ?

Q.9> SoitX € Ker(A - Ir) nIm(â - Ir).

> Montrer qu'il existe y € rMp,r (C) tel que

Vn e N, An+lY - A"Y -- x.

> Déduire que Ker(A - Ir) n Im(A - fp) : {0}.

) En déduire que CP = Ker(u - ide) @ Im(u - idp).

> Montrer que Ker(u - idr) et Im(u - idr) sont stables par u.

e.10 > Notons u1 et u2 les endomorphismes induits par sur Ker(u * idr) et Im(u - idp) respectivement.

> On suppose que Ker(u - idp) * {0}. Identifier l'endomorphisme u1 et Préciser ses valeurs

ProPres.

> On suppose qwlm(u - idr) I {0}. Montrer que toute valeur propre dea2 est une valeur propre

de a distincte de 1.

(;r)
1

2

2

2

2

2

2

.)

3

.1

V

Q.4 >
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Problème II
Partie A.

Pour tout entier n ) 1, on Pose 7" : L
1
--lnr.k

e.16 > Montrer que la série L0, - 7,-1) converge puis déduire que la suite (7r),;1 converge' On notera

t1>2

7la limite de la suite ('Y1)n2t.

Q.17 > MonEer que la fonction I *i ln(ü)e-r est intégrable sur ]0' +co['

Q.18> > Vérifier que pour tout I > -1,ona ln(1 +') < t'

> En déduire que Pour tout n € N* et f el1'nl' on a

1_L
fl

o<(
1

)
e

Q.19 > En utilisant le théorème de convergence dominée' montrer que :

Q.20 >

)X* Io' (, - i)'-' rn(r)rrr : 
fo** 

tnttl'-' a''

)' En intégrant par parties, montrer que Pour tout fl € IN* on a

rn/ r\r-1 r,t-(t-i)'Or.
l. (r- i ) t"1i1ai - h(n )- l" ,,to \ n/ r\)

> En déduire que, Pour tout ,, € JN*, on a

ifi / r\fl-1I lt_:l tn(t)dt-_-1,.
"to \ n)

> Déduire la valeur de l'intégr 
^1" ['* nç1'-' at'

Jo

c t

Partie B.

.+æ o-xl
Pour tout x €]0, +oo[, on Pose f (x) - I -==dt'Jo '/1+ tz

Q.21 > > Jusüfier que / est bien définie'

> Montrer que / est de classe C* sur ]0, +oo[ et donner, Pour tout enti er n )- 1.,l,expression de 1(n)

sous forme intégrale'

Q.22>Montrerque/estsolutionsur]0,+co[del'équationdifférentiellexy't*y'+xy:1'

Q.23 > > Montrer que. Pour tout .r ) 0,ona0 <f@)<:
> Déduire lim /(r).

,t_+,t.oo

Q.24 > > Montrer que, pour tout r €10, +oo[, tA) : l, du

> Montrer, en utilisant le théorème de convergence dominée' que r!1; x'f (r) : 1 et déduire un

équivalent de / au voisinage de *oo'
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Q.25 > > Montrer que, Pour tout r > 0, on a

1

t,
t2e 't dt.f (,) x O,+ \,îTtr)'frTF

> Déduire que, Pour tout x > 0, on a

'(rat -l):-t,
ll2e-u

du.
-T ,*5) tt7

(1 + 1+ :a

Q.26> Montreralorsque/(x) = I - I *, (-1')
r++oo x xJ \x',/

Q.27 > > En intégrant par parties, monter que Pour tout ;r > 0, on a :

y qrl : , 
lo** 

,-" n1t + v4TV1 at.

> Montrer alors que, pour tout x > 0, on a :

f (x) : - rn(x) + 
lo

e Ûln(l + x2 + u2) du.

lim
xa0- 1,. 

*
e-" ln(u + f a uz) d.u: t, e-' ln(2u) du

> Déduire que /(:r) ,_i, - l. (|) - r + rit).

Partie C.

On se propose de chercher les solutions développables en série entière de l'équation différentielle :

(E)
x!"+y'+xy:1,
ÿ(0) : 0

ao:0,
Vn>2,

u1 
-Lt

Qn-2Q.29 > > Montrer que si Y(x) : f, a,r' est solution de (E), alors

> En déduire que Pour tout ,1 € N, on a
Lzn = 0,

a2n,,1:(-l)n (é+;
2

> En déduire que (E) admet une unique solution sur IR qui est développable en série entière

Q.30 > > Montrer par récurrence que Pour tout " € N, on a

loï 
rin"-1çt1at:##

> En déduire une expression intégrale de Y'

* Fin de l'épreuve *
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Q.28> > Montrer que


