
Q,29> En déduire que pour tout réel a > 0 et tout p € lN,ona , [^** f ,-o'7' - Pl"" -'Jo aP+1

e.30 > Vérifier que pour toutréel f > 0 o^ u' fr - Ër-"'et en utilisant le théorème d'intégta-
n:\

tion terme à terme déduire que, pour tout entier p ) 1, on a

r +oo +PI -- - at : prÇ(p + L).Jo et -L

Partie B

soit / la fonction défini epar f (x) : 
lo** ffi " 

.

Q.31 > Montrer que / est bien définie sur IR et que / est impaire.

Q.32 > Montrcr que/ est continue sur IR. (On rappelle que lsin(t)l < lfl Pourtout f € trt.)

Y Q,33 > Vérifier que pour tout r € IR et f > 0, on a

sin(rr) F (-1)nx2n+1ÿn+r
et -t : 

k=o@+rfG,-4

Q.34 > En utilisant le théorème d'intégration terme à terme, déduire que pour tout r €l - 1,1[,
ona:

+oo

f (x) : | (-r)n ç(2n + 2) x2n+1
n=0

et préciser le rayon de convergence de cette série entière.

Y Q,35 D Montrer que polrr tout r € IR et z ) i., la fonction f r-+ sin(rt)e-uÉ est intégrable sur
l'+n . :t'

[0, +oo[et que / stn(xt)e-'t dt : 
æ +T

Q.36 > En déduire que pour tout r € lR, on a /(r) : ii -.+-=t-., n2 + x2

Partie C

Q.3z > En intégrant par parties, montrer que pour tout r € IR* et n e lN*, on a

ç7t

lo" t"ntxt) -1) cos(n t) dt- (- Ly*
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Notations

Pow n,p € IN*, on note :

. M",p(R) le [t-espace vectoriel des matrices à re lignes et p colonnes.

n vür(lR) le lR-espace vectoriel des matrices carrées d'ordre z.
o Ir la matrice identité de Mr(lR).
e 'â Ia matrice traas;.,osée de A. et det(A) le déterminant de â.
r Spec(A) l'ensemble des valeurs propres de Â avec z{ € ,^4r([t).
r Sr(lR) l'ensemble des matrices symétriques de,^lr(R).

e On munit Mnl(R)etR.tr du produit scalaire canonique défini par , {x,y):ireyyot,
k=1

x7, ..., rn etÿt, ..., ÿn sont les composantes de x et y respectivement. On note aussi ll . ll2 la
norme euclidienne associée à ce produit scalaire.

Problème I
Soit E un espace euclidien muni du produit scalaire (.,.) et de la norme associée ll . ll.
Soient x1, ie,..., rn des vecteurs de E, on appelle matrice de Gram de la famille de vecteurs
(xt,xz,.. ., r2), la matrice de yVr(R) notée Gram(r1 ,x2,.. .,xn) et définie par

Gram(x1, x2,. . ., xn) : ((*,, r1)) a,6,
c'est-à-dire :

k:1

sin((n + â)l)
z sin({ )
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Gram(*t,*2,...,xn):

+,i-Éll q-r;e-+Jt

q+hJl ,',*r1f3 dt Jt #r.lJl 6_,rlis

.jÉ.rx +rlr &tJ'ts'ü-lt

ùr-+lr ù-É J.tr Jl
20232 tÿ

Q.es > En déduire que pour tout r € [t* et n € lN*, on a :

n px sh(ttx) z sh(zx) ,- I l" '1!19, ' ' sin((n + !1t1 at 'I(-l)^frÉ : z--#. .ro sm(âj

e.40 > Montrer que la fonction rp : t ,-+ S(r'):1 se prolonge en une fonction de classe C1 sw ll,t),
sml i.,

Q.B8 > Montrer que f cos(t t) : 1,

- i no"r tout r €]0, rc) et,? € IN*.

(xt, xù
(xz, xù

(xt,*z)
(xz, xz)

(*t, rr)
(xz, *n)

puis déduire à I'aide d'une intégration par Parties que :

lim
n1*æ lo" {,(r) sin( (n + ÿt) at - 0 .

Par:e 4 si;,i 5

On notera G (*t, xz, . . . , xn) son déterminant.



Partie A t Étude d'un exemple

Dans cette partie, on considère E : lR3 que I'on munit du produit scalaire canonique et notons

fi - (ey e2, es) sa base canonique. On considère les vecteurs :

x1 : (2, -2, -'l') , x2 : Ç1,1, -2) et xa - $,L,2)'

Q.l > Monter que (x1,x2,xs) est une base de R3.

Q.z > Soit M - Gram(zr, rz, r3), vérilier que :

,t

Q.18> EndéduirequePourtoutÀ e Spec(Gram(xt'x2""'r1))'ona;f < f, ll r; ll2'

on conserve les mêmes hypothèses et notations que celles données juste après la question Q'12'

Soient r € E et PFQ) son proieté orthogonal sur f'

Q.lr > ]ustifier que ll r ll2-ll rr(,) ll2 + ll ' - pt@) ll2'

Q.20 > Montre r que G (4, x2,''', xn, x) - G(x1' x2' "'' x"' x - p r @))'

e.21 > Montre r qtleG(x1,x2,...,tn,x - fr(r)) :ll x - pr@) ll2 'G(x1'x2" ' ' ' 
x') puis que

d(x,F) : G(x'1,,x2,, '',xn,x)
1

2

G(*t,xz,...,xn

avec il(x, E) désigne la di§tance de t au sous-espace I'

e.22 > Monher alors par récurrcnce qrre G(x1,x2, " ',x,) 3II lt '' ll2 avec égalité si' et seule-

i=1'

mmt si, (xt, xz, -. . , 11) est une famille orthogonale'

v Application: Matrices de Hilbert
o,i ioru E : IR,_r[x], n ] L le lR-espace vectoriel des polynômes de degrés irüérieur ou égal

à z I 1 et on le munit du produit scalaire défini par :

e'L

(P,A) : / r1t)p1t) dt vP,Q e E.

Pour tout 1 :3 i ( z, on Pose P;(X) : ai-t'

Q.zts > Montrer que (',') est un produit scalaire sur E'

Q.24 > Calculer (f;, Pi) Pour tout 1 S i,i < tL'

Q.25 > on appelle matrice de Hilbert d'ordre z 2 1,la mahice H, - (hi) e M'(R) avec

0,,: \. = Yt<i,j <n.,,r,t _ 
i+ i_7

Déduire que les valeurs propres de H' sont strictement positives'

Problème II

Partie A

Q.26 > Soit Ç la fonction définie par 
+oo 1

Ç(*)_\æ
n:L

lylontrer que ( est continue, décroissante sur ]1,*ooIet que rH." Ç(*): f '

f+æ.. 1

r Pour tout p € ['J, on Pose l, : Jo tpe-t dt'

Q..27 > ]ustifier que lp existe Pour tout P € hI'

e.2g > Ecrire lp+Len fonction de I, etdéduire une exPression simple de /, '
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f

M-
9 -2-2
-26 -4
-2-4 6

(
) )

Q.3 > Sans faire de calculs, Prouver que M est diagonalisable dans "1143 
(1R) '

V Q.4 > Montrer que le polynôme caractéristique de M est :

Piu(X) : Xs -21X2 + 120x - 100.

Q.5 > Déterminer alors det(M). Que peut-on dire de la matrice M?

Q.5 > Montrer que SPec(M) : {1, 10}.

v soient E1 et E16 les sous-espaces PIoPtes associés aux valeurs propres 1et 10 respectivement'

Q.7> MontrerqueEis =Yect((2,-2,L),(2,1,-2))etquecesdeuxvecteursformentunebase
orthogonale de E19'

Q.8 > Montrer que E1 - Vect ((1,2,2)).

e.9 > Déterminer une matrice orthogonale P telle que U - pOP avec D : diag(1,10,10) la

matrice diagonale formée par les valeurs propres de M'

V Soit r : (1, 1,0) et soient y et z ses Projetés ortho8onaux sur E1 et E1o resPectivement'

Q.10 > Montrer quey : (i,?,i) puis déduire z'

Q,11 > Calculer la distance de x à E1 puis à E1s'

Partie B : Etude du cas général

Q.ü> Montrer que si la famille (x1,x2,...,xr) est liée, alors G(r1,12'" ''x') :0'
Y Onsupposeque(x1,12,...,rr)estlibre'Iotg*F =Yect(\,x2".''r')etsoitB:(e1'e2'"''en)

une base ortttorro"rruiÉ a" i"'stit A = (ai) e M,(lR) ia matrice dont les colonnes sont les

composantes des vecteurs x1, x21 , , ', xn dans la base B'

Q.13 > Montrer que (x;,r;) : f or,ror; Pour tout 1 < i,i 3''
k=l

Q.14 > En déduire que Gram (xt,xz, ' ' ',xn) :tAA'

Q.15 > Déduire qtrc G(x1,x2,..., x") > 0'

Q.15 > Vérifier que Gram(.x1, r 2,.,.,xn) € s,, (]R) et déduire que toutes les valeurs propres de

Gtan(x1-, x2, '. . , xn) sont réelles et non nulles'

Q.17 > Vérifier que Pour tout X € .À4r,1(lR), on a :

X' Gram(r1,r 2,..., xn)' x :ll Ax llI

et déduire que les valeurs proprcs de Gram(r1,12 ,.,,,xn) sont stlictemmt positives.
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*oo x 7T I
e.41 > Déduire que pour tout r € IR*, on a f f -1)n2+x2 Zsh(rcx) 2x11:L

Q,.42 > En utilisant la question Q.36, montrer que pour tout r € IR, on a :

*oo

E(-L)"#: r (;) - r@)
tL_ L

v on pose Q@) : ffi - *pour tout x € IR* et p(0) - 0.

Q.43 > Vérifier que 0 est continue sur IR et que pour tout x € IR*, on a :

a(;)-Qu):ffi-*
Q.44 > Déduire que pour tout x € IR, on a : f
Q.45 > Établir que pour tout r € IR, on a : f (x I() -Q@)-f

Q@)

2 ) - f(*)'
x

(

Partie D

Q.46 > En utilisant I'expression de f à I'aide de Q, vérifier que pour tout r € IR*, on a :

(f (*)),- + f,r, r*l + :f a) : +
Q,.47 > En déduire que pour tout r €] - L,1[, on a :

7r2 3
(f (*))z :---42

Q.48 > En utilisant le produit de Cauchy, montrer que pour tout x Çl - 7,1[, on a :

Ç(z). Ë(-r;,-r ("*1) rt "+z),cznn:'].,

(f(*))': Ir-L)n-t D çQt, + 2)Ç(2" - 2k)
*oo

n:L

n-L

k-0
x2'

Q.4e > Déduire que Ç(2) : +et que pour tout entier n > z,on a :

("*I),e") : i' Çek)Ç(2n-zk)

Q.so > Vérifier que Ç(a) : # et Ç(6) : #
* Fin de l'épreuve *
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