+eo 1
7 . 2 i p,—at _ p: )
Q.29 > En déduire que pour toutréela > Qettoutp € N,ona: /0 tPe™* dt = pros

1 o= s . _
= ) e ™ eten utilisant le théoréme d’intégra-
et =1 n=1
tion terme a terme déduire que, pour toutentier p > 1, ona

Q.30 > Vérifier que pour toutréelt > Oona:

e dt ! 1
|t =rpep+ 1)

Partie B
+o gin(xt)
et -1
Q.31 > Montrer que f est bien définie sur R et que f est impaire.
Q.32 > Montrer que f est continue sur R.  (On rappelle que |sin(t)| < [t| pour tout t € R.)
V Q.33 > Vérifier que pour toutx € Rett > 0,ona

dt -

Soit f la fonction définie par f(x) = /0

+00 (_1)nx2n+1t2n+1

sin(xt) > .

et =1 = (2n+1)(ef - 1)

Q.34 > En utilisant le théoréme d’intégration terme a terme, déduire que pour tout x €] —1,1|,

ona:
+00

flx) = 3 (-1)"g(2n + )"
n=0
et préciser le rayon de convergence de cette série entiére.
¥ Q.35 Montrer que pour tout x € R etn > 1, la fonction t — sin(xt)e™ est intégrable sur

r+X X
' : —ntgp T
|0, +o00[ et que /o sin(xt)e™™ dt = n2 + x2
oo 5
Q.36 > En déduire que pour tout x € R, ona f(x) = ) _ 2+ x2

n=1

Partie C
Q.37 > En intégrant par parties, montrer que pour tout x € R* etn € N*, ona

pXsh(mx)
n? 4 x2

/Orr(Ch(xt) — 1) cos(nt)dt = (-1)

u sin((n+4)t) 1
Q.38 > Montrer que ) _ cos(kt) = sind(n + 2)1) _ 5 pour tout { €]0, ] et n € IN*.

"
Q.39 > En déduire que pour tout x € R*etn € N*,ona:

g xsh(mx) L sh(mx) _}_%/H%Q__lsm((n+%_—)t)dt-
0 s

n
Sy | L St A St _
k;( )k2+x2 2 2x in(4)

ch(xt) —1
sin(z)

puis déduire a I'aide d"une intégration par parties que :

Q.40 > Montrer que la fonction ¢ : ¢ — se prolonge en une fonction de classe C* sur [0, 71},

Jt)dt =0-

[Nl

H—r 400

T
lim / V() sin((n +
0
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Notations

Pour n,p € IN*, on note :

@

©

€

M,»(R) le R-espace vectoriel des matrices a n lignes et p colonnes.
M (R) le R-espace vectoriel des matrices carrées d’ordre 7.

I, 1a matrice identité de M, (R).

‘A la matrice transposée de £ et det(A) le déterminant de A.
Spec(A) I'ensemble des valeurs propres de A avec A € M,(R).
Su(R) I'ensemble des matrices symétriques de M, (R).

n
On munit M,1(R) et R" du produit scalaire canonique défini par: (x,y) = )_ xyx ot
k=1
X1, .- Xn €t Y1, ..., Yn sont les composantes de x et y respectivement. On note aussi || - ||; la
norme euclidienne associée a ce produit scalaire.

Probléme I

Soit E un espace euclidien muni du produit scalaire (-,-) et de la norme associée | - |.
Soient x1, X7, ..., X, des vecteurs de E, on appelle matrice de Gram de la famille de vecteurs
(x1,X2,...,%4), la matrice de M, (R) notée Gram(x1,xs,..., ;) et définie par

Gram(x1,x2,...,%5) = ((x;, x]«>)19.1j§n

c’est-a-dire :

<l‘1, },‘1> <X1, XQ> ‘o <x1,xn>

X7, X X0,%0) ... (x3,
\ Gram(xq,xp,...,Xy) = < 2, 1 2. 2/ . < 2.xn>

(Yn, x1) (Xn,%2) ... (%, Xn)

On notera G(x1, xp, ..., X,) son déterminant.




Partie A : Etude d’un exemple

Dans cette partie, on considére E = R que 'on munit du produit scalaire canonique et notons
B = (e1, €2, €3) sa base canonique. On considere les vecteurs :

x=(2,-2,-1), xn=(-11,-2) et x3= (1,1,2).
0.1 Monter que (1, x2, ¥3) est une base de R>.
Q.2 > Soit M = Gram(xy, x2, x3), vérifier que :

9 -2 -2
M=|-2 6 -4]|.
-2 —4 6

Q.3 > Sans faire de calculs, prouver que M est diagonalisable dans M3(R).
V Q.41 Montrer que le polyndme caractéristique de M est :

Pu(X) = X3 —21X? + 120X — 100.

0.5 > Déterminer alors det(M). Que peut-on dire de la matrice M?
Q.6 > Montrer que Spec(M) = {1,10}.
v  Soient E; et Eqg les sous-espaces propres associés aux valeurs propres 1 et 10 respectivement.
Q.7 > Montrer que E1g = Vect ((2, —2,1), (2,1, —2)) et que ces deux vecteurs forment une base
orthogonale de Eqp.
Q.8 > Montrer que E; = Vect((1,2,2)).
0.9 > Déterminer une matrice orthogonale P telle que M = PD P avec D = diag(1,10,10) la
matrice diagonale formée par les valeurs propres de M.
v Soit x = (1,1,0) et soient y et z ses projetés orthogonaux sur E; et E1g respectivement.
122
33’3
Q.11 > Calculer la distance de x a E; puis a Eqo.

Q.10 > Montrer que y = ( ) puis déduire z.

Partie B : Etude du cas général

Q.12 > Montrer que si la famille (x1, x2, .-, xn) est liée, alors G(x1, x2, . . .Xn) = D.

vV  Onsupposeque (x1,X2, ..., %) estlibre. Notons F = Vect(x1,%2, ..., Xn) etsoit B = (e, ez, ... en)
une base orthonormale de F. Soit A = (4;;) € My(R) la matrice dont les colonnes sont les
composantes des vecteurs xj, X2, - -+ Xn dans la base B.

n
Q.13 > Mont—rer que <xil x]> = kzlak,iak,]’ pour tout 1 S i/j S mn.

Q.14 > En déduire que Gram(xy, X2, - -, Xl =AM,
Q.15 > Déduire que G(x1,x, .. v r Xr) >0

Q.16 > Vérifier que Gram(x1,x,...,%n) € Sn(R) et déduire que toutes les valeurs propres de
Gram(xy, x, . . ., xn) sont réelles et non nulles.

Q.17 > Veérifier que pour tout X € Mp1(R), ona:
B . Gram(x1, X2, ..., %n) - X =|| AX |3
et déduire que les valeurs propres de Gram(xy,x2,..., X, ) sont strictement positives.
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n
Q.18 > En déduire que pour tout A € Spec(Gram(x1,x, . . ,Xn)),onal < E || xi 2.
=1

¥  On conserve les mémes hypoth&ses et notations que celles données juste apres la question Q.12.
Soient x € E et pr(x) son projeté orthogonal sur F.

0.19 > Justifier que || x [2= pr(x) P + Il x = pr(x) II*

0.20 > Montrer que G(x1,x2, - X, X) = G(x1, X2, Xn, X — pr(x)).
0.21 > Montrer que G(x1, %2, ..., %, X — pE(x)) =[x = pr(2) || - G(x1, %2, ..., %) puis que

1
G(xl,xz,.. .,xn,x))7
G(xl,xg, ‘e .,xn)

d(x,F) = (
avec d(x, F) désigne la distance de x au sous-espace F.

n
0.22 > Montrer alors par récurrence que G(x1,%2,- - %) <JT 1 % ||? avec égalité si, et seule-
i=1
ment si, (x1,X2,..-, x,) est une famille orthogonale.

v Application : Matrices de Hilbert
On pose E = Ry,—1[X], n > 1le R-espace vectoriel des polyndmes de degrés inférieur ou égal
3 11 — 1 et on le munit du produit scalaire défini par :

1
(P,Q):fo P()Q(t)dt VP,Q € E.

Pour tout 1 < i < n, on pose P;i(X) = X,

0.23 > Montrer que (-, -) est un produit scalaire sur E.
Q.24 > Calculer (P, Pj) pour tout1 < 4,j < 1.
Q.25 > On appelle matrice de Hilbert d’ordre 7 = 1,1a matrice Hy = (h;;) € Mn(R) avec

1
hi= -1

V1<i,j<n

Déduire que les valeurs propres de H, sont strictement positives.

Probléeme II

Partie A

0.26 > Soit  la fonction définie par
+
1

nx

Ngp

0(x) =

U
s

n

Montrer que { est continue, décroissante sur ]1,+oo[ et que 211100 I(x) =1.
X

+o0
Y Pourtoutp € N,onposel, = /0 tPet dt.

Q.27 > Justifier que I, existe pour tout p € IN.
Q.28 > Ecrire I,41 en fonction de I, et déduire une expression simplede I -

Page 3sur5




X x T 1
41 > Déduire que pour tout x € R¥, -1)* - — .
© requepotirfomt ¥ & Onangl( ) n?2+x2  2sh(mx) 2x

Q.42 > En utilisant la question Q.36, montrer que pour tout x € R, on a:

+00

LW =1 (3) 1)
¥ Onpose¢p(x) = Zzt—il——((;r% - % pour tout x € R* et $(0) =

Q.43 > Vérifier que ¢ est continue sur R et que pour tout x € R*, ona:

X 7T 1

#(3) =90 = s " 55

Q.44 > Déduire que pour tout x € R,ona: ¢ (

N R
——
-e
i
=
N—r
Il
N
N
N &R
—
|
~
=
=2
N—r

Q.45 > FEtablir que pour tout x € R,ona: f(x) = ¢(x) -

Partie D

46 > En utilisant I'expression de f a 'aide de ¢, vérifier que pour tout x € R*, on a :
Q p quep ’

2 L, 1 2
)™+ 5 () +2f(x) =
Q.47 > En déduire que pour toutx €] —1,1[,ona:
(O = T =32+ -0 (4 3) ttom+ 202

Q.48 > En utilisant le produit de Cauchy, montrer que pour toutx €] —1,1[, ona:

(F(x))? = i(—l)”‘l (Z_f:: 7(2k+2)(2n — 2k)) x2n

B
Y
Q.49 > Déduire que {(2) = 2 et que pour tout entiern > 2,ona:

1 n—1
(n -+ 5) {(2n) =Y 7(2k)(2n — 2k) -
k=1

76

Q.50 > Vérifier que {(4) = n4 et £(6) = 945

* Fin de I'épreuve %
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