
e.29 > saclrant que Pour tout r €] -t'\f,c\x"-* = nltm' 
montrer que Pour tout

keN,
P(x:k) =heh)r

YonconsidèreunevariablealéatoireZsuivantrrneloiexponentielledeparamètreÀ
et T : lzl la Partie entière de Z'

Q.30>Donrterl,expressiondelafonctionderépartitiondeZ,

Q.31 > Montrer que Pour tout k e IIrI'

P(T - k) -- e-Lk(l - t-^)'

e.32 > pour que[e vareur de r,ra variabre aréatoire T suit-elle la même loi que x ?

On considère la variable aléatoire U - Z - T'

Q.33 > Déterminer l,ensemble u(o) des valeurs prises par U.

e.34 > En utilisant Ie système compret d'évènements (T : k)t.nv, montrer que :
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I'aqualitédelaédactionetdelapréserrtation,laclârtéetlaPfécisiondesraisonnementsentrerontpoururrePârt

imPortantedansl,appréciaHondescopies.Toutrésultatfoumidansl,énoncépeutêtreadmisetutiliséparlasuite,

même s'il n'a Pas été démontré'

Exercice I

oonnoteparM,(R)l,msembledesmatricescarréesd,ordrenàcoefficientsréelsetpar
,r,r,, t*l l'e,ts"tbl" des matrices à a lignes et z colonnes à coefficients réels'

o On munit R3 de la base canonique notée B et du produit scalaire usuel noté (''')'

r on identifie lR3 avec M lxry 
(JR) et on considère la matrice non null" 

' 
= f ;) € lz (x1) ([t)

\,/

et sa transposée tU : (o b t) e M(lp)(lR)'

o Le produit matriciel UrU e Ms([t)'

o On note ll Ull -',æbæ -- ffi'
on considère @ l,endomorphisme de IR3 dont la matrice dans la base 6 est M - ï-fu utl'l'

VQ.l>MontrerqueMestunematricediagonalisable.

Q.2 > Etabtir que M est Ia matrice d'rrne proiection orthogonale'

Q.3 > En déduire les valeurs ProPres de M'

Q.4 > Vérifier que le rang de M est égale à l"

Q.5 > En déduire I'ordre de multiplicité des valeurs ProPres de M'
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V

V

vx € [0,1[, P(u < r)

Q35 > En déduire une densité de U pour la valeur de À trouvée dans la question Q'32'

Une pompe à irrigaüon est utilisée dans un champ' Chaque iour' cette PomPe a une Pro-

babüté égale à pa" to.i", en panne indépendamment des autres iours' soit N la variable

aléatoire égale au nombre de iours de fonctionnement de la pompe avant sa première Panne'

Q.36 > Montrcr que N suit une loi géométrique de paramètre P et que N: y+ 1'

Q.ez > Détermi,,er P(N > k) pour tout k 2 0'

DanslaSuiteonconsidère(N)r<l<,rrnefamillc-devariablesaléatoiresréellesdiscrètes
indépendantes suivant t" rnà^" loiç" N avec N; représmte le nombre de iours de fonc-

1- e-r*
L-e-^

tionnement de la ièt" PomPe'

Soit V - ri?rM
Q.38 > Déterminer l'expression de P(V > k) Pour tout k > 0'

Q.39 > En déduire la loi de ÿ'

Q.40 > on suppose que P - 0,01. Dans un chamP' on utilise 3 PomPes Pour

bout de combien de iours en moyenne se produira la première panrte ?

V

f irrigation. Au
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Date z 3110512023Session 2023

trice programmabt: noncalculad uneusage
v interditesttif électroniqueua trettou disposideautorisét usageCSle

* Fin de l'éPreuve *

Page 4 sur 4



est une ba§e orthonormale de R.3 formée de vecteurs propres de l,endomolphisme @.
Q'8 > Donner une base orthonormale de Im(@) et une base orthonormare de Ker(o).
Q.e > Montuerquelm(<D) = {(r,y,z) € IR3 | r : y : _z}.

Q'10 > Donner les e4pressions de p, D et p-1 avec D est la matrice de .D dans Ia base 6/ et pest la matrice de passage de la base canonique 6 à labase Bt .

Q.u > Soit ÿ I'endomorphisme de IR3 tel que ô 1 ÿ : ittnr.
Démonher que ÿ est le projecteur orthogonale sur Im(ÿ) _ Ker(O).

V On considère la fonction / : lR2 _» )R, définie par :

f(x,y) = (* + y _ 2)2 + (_x + y + 1)z + ey + 1.)2.

Q.12 > Trouver C € IZ(3,2) (R) ,W e Mp11(R) et y € &fs,rl (R) rels que :

f (x,ù _ llcw _vll2.

Q.13 > Jusrifier que CW € Im(ÿ).

Q.l4 > Trouver alors min ,rf (x,V).
(x,y)etR_

Exercice II
soimt 0 ) 0 un paramètre inconnu et u une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [0,1].Soit X une variable aléatoire définie par : X _ 0112.

V Q.15 > Rappeler la fonction de répartition de U.
q.re > Calculer la fonction de répartition F;ç de X.
Q.17 > Iustifier que X admet une densité /a donnée par :

Q'19 » soient & et X2 deux variables aléatoires indépendantes et de même roi que X.Déterminer la loi de la variable aléatoire y _ max{X1, X2}.
Q'20 > On suppose que « La durée d'attente dans un cabinet de médecin (en minutes) » suit ra loi

le-x 
Déteîuner la probabilité que la durée d,attente d,*" p"rrÀe prise au hasard soit

rnteneure à 
a minutes.

v on observe un échant,lon xr,xz,. '.,x, de taire n, où X; est une variabre aréatoire dé-signant la durée d'attente observée pour le ièm" individu. on suppose que les variables
aléatoires Xr,Xz,.. ., X, sont indépendantes et de même loi que X.
On définit une suite de variables aléatoires (Sr),11 par , S, : i Xr.

" k=7
q.zt > Calculer l'espérance E(Sr) et la variance V(Sr) de Sr.

Bienaymé-Tchebychev déduire la valeur minimale de z
> 0,99.5y(x)

Q.23 > Donner alors un intervalle de confiance au risque au plus 0,0L de g.

V On suppose dans la suite que n > gO.

Q'24 > En utilisant re théorème centrar rimite, trouver la valeur minimare de a pour que :

p (1s",- el \
\l a(s,) ,1a ) 2o,se.

On donne <D(2,58) : 6,995.

Q.2S > Déduire un inrervalle de confiance de 0 au risque au plus 0,01.
q'20 > Comparer les deux intervalles houvés pour la valeur minimale trouvée dans la ques-

tion Q.22.

Q'27 > Le directeur d'un hôpital affirme que re temps d,attente d,un patient pour être serÿi estmoirs de 30 minutes. À l,aide d,un échantillon de 64 patients testés, on estime la duréed'attente moyenne à t : 31 minutes, avec un écart-ÿpe 4 minutes. peut-on affirmer, aurisque 57o, que le directeur a tort ?

On donne @(1,64) :0,95.

Exercice III

Q.22 > En utilisant le théorème de

pourque:f (pSn-nel<n
\

Soient X et Y deux variables aléatoires à valeurs dans IN et soit p €]0, 1[.
v on suppose que la loi conjointe de x et y est donnée par :

P(x - k,Y - n) : {'*, (+)" sik S n,

I o sinon.

V Dans la suite, on prend U _

Q.7 > Justifier que Bt : {ur, uz

1tt'!.: 
l5(7't'

1 -1\
I -1 l.
-1 ')

, ugl, , avec

-t) , uz : fttt, -7,0)
1--:

Je
('l.,l,z),
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Q.6 > Vérifier que M : ^I( :^ 3l-,

et U3:

fx(*) -

Q.lB > Calculer l'espérance E(x) et la variance y(x) de X.

1

2\tr6
0

si r €]0,0],

si x É10,01.

Q'28 > Déterminer l'expression de la loi marginale de y. on rappelle que i rf, : 2n.
k-0
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