
II-D on suppose maintenant que A et B admettmt chacune une valeur propre double et une

valeur propre simPle'

On pose Sp @) - {n,Fl et Sp (B) : {l,t'lr,où a est la valeur propre double de A et p sa

valeurpropresimple;ÀestlavaleurpropredoubledeBetpsavaleurpropresimple'

Q.2s > Montrer qu'il existe P e GL1(C) telle que P-r AP : diag(a'u' p)' On pose

=L P-' (e - ats) Pp-æ \ Bt -- 
1 p-' (g - ÀI3) P.
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Notations

r K désigne le corps des nombres réels IR ou Ie corps des nombres complexes c.

. Me(K) est la K-algèbre des matrices carrées de taille 3 à coefficients dans K.

o GLs (K) est le groupe des matrices inversibles dans Mg(K)'

o 53 ([t) est Ie sous-espace vectoriel des matrices symékiques de 
"t/s(fR)'

r Pour tout iVt e .À4s(K), on note NM son polynôme caractérisüque' Sp (iVt) son sPectre et

rg (M) son rang.

ln' o o\
o Pour u1, u2, u3 e K, la matrice diagonah I o ûz 0 | sera notée d iag(q' u2' 4)'" \, i *)
r une matrice tvt e Ms(K) est dite une matrice scalaire si M - uls avec * € K et 13 -

diag (1, 1,1) la matrice identité.

Partie I

I-A Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle et /,g deux endomorphismes

diagonalisables de E tels que/ o g - g o f '

Q.l > Montrer que les sous-esPaces ProPres de g sont stables par /'
Q.2>Montrerquel,endomorphismeinduitpar/surchaquesous-esPaceProPredegest

diagonalisable'
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A1 et

Q.25 > Montrer que A1 - diag (O0, 1).

Q.27 > Montrer que (ft)2 - Br et rg (Br) : 1'

Q.28 > Montrer que, Pour tou t x'y e C' xAt * yBt est diagonalisable' En dédüre que ALBI -
BtAr'

Q.29 > Montrer qte AB : BA.

II-E Orr suppose ici que â : diag (0,0, 1) et que B - (bri) ,<,;<rvêrihe b1b22 - bpbzt - 0' Or

pose trB - Xs + azXz + a1X * as,le polynôme caractéristique de B'

Q30 > Montrcr que, Pour tout z e C, le potynôme caractéristique 2ç"6as dela maltice zA + B

est donné Par

1çA+B : xs + (az - z) X2 + (at + z (bn * bzz)) X + ao'

Y On suppose que bn * bzz - 0.

Q.31 > Montrer que si a1 - as: 0 alors AB - BA'

lnilication :On pourra considérer la matrice a2A + B'

V On supPose Que 41 I 0 ou ao * 0'

e.32 > Montrer que D (Xr,n.s) est une fonction polynomiale en z de degré strictement

Positif.
lndication : utiliser le résultat de la question Q.8.

Q.33 > En déduire qu'il existe zo e c tel qlue zsA * B admet une valeur ProPre mul-

tiple Às.

e.34> Montrer que zoA* B commute avec A puis que AB - BA. Ondiscutera sui-

vant la multiplicité de la valeur propre Às'

V On suppose que bn * bzz * 0.

e.35 > Montrer que D (Xra+s) est une fonction polynomiale en z de degré 4'

Q.36 > En déduire qu'il existe zo ec tel que zoA* B admet une valeur ProPre multiple'

Q.37 > Montrer que zoAf B commute avec A puis que AB : BA'
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Q.3 > En déduire l'existence d'une base de E formée par des vecteurs prcprcs communs à /
et g.

I-B Soit P - X3+ aXz+bX*c eC[X].Onconsidèreledéterminant

D(P) _

Q.4 > On note B, : (\,X,XL,X3, Xa) la base canonique de Ca [X]. Montrer que D(P) est le
déterminant dans la base B" de la famille (P,XP,P|,XPt,X2P,), c'est-à-dire

D (P) : aetr" (r,xr, r',xr' ,x2e') .

V On suppose ici que D (P) : 0.

Q.5 > Jusrifier que la famille (P, XP, P', XP',X2P') est liée.

Q.6> Endéduhequ'ilexisteU,V e C[X] nonnulstelsquedegU lL,degV <2et
uP+vPt-0.

Q.7 > Monher que P admet une racine multiple.

Q.8 > Montrer que

D (P) = Aasc -'!,\abc l4b3 - a2b2 +27c2.

I-C On considère les deux matrices

Q.14 > Montr€r que si AB : BA alors A * B est diagonalisable. eue peut-on dire de la réci-
Proque ?

Q,15> Monher que si AB: BA alors, pour to:ut x,y e C, la matrice xA*yB est diagonali_
sable.

Partie II
Dans toute cette partie on considère deux matrices A,a e Mg(c) telles que, pour toû x.,y e c,
la makice rA * yB soit diagonalisable et on se propose de montrer qte AB _ BA.

II-A on suppose qu'il existe rs,ao e c non tous deux nuls tels eru.e xsA* yeB admet une valeur
proprc triple.

Q.15 > Montrer que 16â * ysB est une makice scalaire.

Q.17 > En déduiæ que AB - Bâ.

II-B On suppose que â : diag (0,0, 1) et que B : (bi) r<r,isr.
Q.18 > Montrcr que, pour tout z e c, le polynôme caractéristi we xzA+s de la matrice zâ * B

est donné par

XzA+B : XB - z* * z (b1 + b22) X - z (b11b22 - bpb27),

où 1s est le polynôme caractéristique de B.

II-C On suppose que z{ - diag (O 0, 1) et que B - (bi) rii<zvérifie rg (B) : t et 82 _ B.

Q,19 > Montrer que XB : l§ - X2 et q,ae byby - bpb21 : g.

Q.20 > En dédufue que, Pour tout z € C, le polynôme caractéristique XZA+B de la matrice
zâ + B est donné par

xzA+B =* (r' - (z + 1) x + (fu +b») z) .

Q.21 > Montrcr que si ü11 + bD - 0 alors z{B = Bu{,

Inilication: On pourra remarquer que X_Â+B : X3.

V Onsupposequeü11 *bn*0.
Q.22 > Montrer qu'il existe zo e c* tel que z9A * B admette une valeur propre double

Àe € €*,

Q.23 > Montrer que rg (zsÀ + B - 
^ofo) 

: 1.

Q2a> Endéduireque b:B:bB:bi: Dgz :0puisque AB - BA.
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ab 3 2a b

c 0 b 0 0

b c2a b 0

1a 0 3 2a

010 0 3

B-(1 
i

A-(l:l) et

Q.9 > A-t-on AB : BA?

Q.10 > Montrer que, pour tout z e C,le polynôme caractéristique de zA * B est

XzA+n - x (x - (2+ z)) (x - (3 +22)) .

Q.11 > Soit z e C\ { -'1,, -1, -2}. Montrer que zA + B est diagonalisable.

Q.12 > Montrer que -A + B n'est pas diagonalisable.

I-D Soient A,B e Mz (C) deux matrices diagonalisables.

Q.13 > Montrer que

AB - BA æ lP e GLt (C) telle gue P-LAP et P-1BP soient diagonales.
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II-F On suppose que A admet une valeur propre double a etune valeur propre simple p.

Q.38 > Montrerqu'ilexiste P e GLs (A) telle que #P-1 (A- atg)p - diag(0,0, 1).

Q.se > on pose P-LBP : (ul,) rsi,j<s 
Montrer qu'il existe f € c tel que

(b,r, - t) (uL, - t) - b,rzbL, - o.

Q.40 > Montrer que diag (0,0, 1) et P-lBp - tls commutent. En déduire que AB - BA.

II-G On suppose ici que A : diag(0,L,u), avec u e C*\ {1}.
On admet qu'il existe b1,b2,bs,ba,bs,b6 e C tels que, pour tout z € C, Ie polynôme caract&
ristique ;ra1s de la matrice zâ * B est donné par la formule

xzA4B : x' - qr(z) xz + q1 k) x + 9s @),

oùgrQ) - @+1)z*br, gr(r) -uzz +b2z*b3etEo(z):b4z2 *bsz*be.

Q.41 > Montrer que D (Xra+s) est une fonction polynomiale de degré 6 en z.

Q.42> Montrer alors qu'il existe 4 Ç C tel Que 21 A+ B admet une valeur propre multiple.

Q.43 > Montrer que 4A * B commute avec A. En déduire que AB : BA,

II.H

Q.aa > En distinguant les trois cas suivants :

o A ou B admet une valeur propre triple;

o A et B admettent chacune une valeur propre double et une valeur propre simple;

o A ou B admet 3 valeurs propres simples,

monker que âB - BA.

Partie III

Q,45 > Soient â,8 e §s (R), Montrer que, pour tout r,ÿ e R, xA*yB est diagonalisable.

Q.45 > Soient A,B € Ms (lR) telles que, pour tout x,y e IR, ta matrice rA * yB soit diagonalisable.
A-t-on âB : BA ? Iustifier votre réponse.

* Fin de I'épreuve *
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