
Concours Mathématiques et physique
Epreuve de Mathématiques I

repère ce qui lui sembre être une ereur d,énoncé, il le signare sur sa copie etles raisons des initiatives qu'ir a étéamené à prendre.
Q'20 > Justifier qu'il existe un porynôme B, vérifiant

Ir-f"*rlx - e-nx/zr-x/2g, @)! . î Pourtoutx€lR+.
Q'21 > Monher qu', existe un porynôme e vérifiant

le-nx/z - e-x/20 (r)l Ê.< 2ÀZTT Pour tout r € lR+.

Indication..Remarquer que en e D,
o'"" *"ïli,:;:'rexisres e Dtelque 

le-tu+r)* -q@l < e pourtoutx € tR+etconcrure

Q.23 > Monter alors que D est dense dans Co(lR+).

Partie Iv: Apprication à une marche aréatoire

soit (x') une suite de variables aléatoires indépendantes suivant ra même roi définie par :

P(Xn - 1) : p(Xn t) :;.
Pour tout z € f,rl* on pose So : & *Xz+...*X7etonprendss:g.

Q,24 > Déüerminer l,espérance et la variance de Sn,
Q.2s > Soiente ) 0 et z € lN+. Montrer que

,ffiI,i 
=#

q'zs > ]wtifier que pour n e trr* on a p(s2z = 0) - * 0 En déduire que p(s2, _ » _ 
fi
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Q'18 > Pout z € trv*, on pose Ar(x) :*f. #* ,"srifier l,inégalité suivanre :

lr-r, - r-,^n(Al 
= #, pour rour x € R+.

brdication : Onpourra utiliser l,inégalité de Taylor_Lagrange.
Q.19 > Monher que pour tout.r eF<+,xtte-x S nre-r.En déduire que e2 ED.soit n unentier ) 2 tel que 

" rD.on se propose de démontrer que en+l e D.onfixe€ > 0, ilrésulte de Ia question e,r8 qu,il exisæ un por^u-* e p vérifiant

lna - nrp|)|.1, pour touty ) o.

OnPose M = sup le-rp(z)f .
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x€lR+
Si, au cours de l,épreuve, un candidat
poursuit sa composition en expliquant

k but de ce problème æt de démontrer la formule de stirring à r,aide d,un dêoeroppement asymptotiqued'une fonction intégrare et de danner quelques appr*irr." ru ,o*o III, IV et v sont indépendantes.
On pourra utiliser les résultats suivants :

/+oo 2
o 

J_* e-ïdx: r/r;.
. Pour toutz eC,lezl = eRe(z).

Notations

o on note c [0,1j : {ç , [0, 1j __+ c, g estcontinue] qu,on munit de la norme

llçll*: rlq, leT)l , e e c[0, 1] .
,€[0,u

o on note co(lR+) : {9: IR+ 
-} C continue, lim16q g - 0} qu,on munit de la norme

ar*(p) : sup lçU)l ,
,€lR+

I e co(R+).

o on désigne par p ,espace des fonctions porynomiales. par abus de ranguage, Ia locution"fonction polynomiale,, est parfois remptacee pa, ,"i^U*u.r si E est un espace vectoriel normé et F une partie de E, r,adhérence de F sera notée F.
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.onraPPellequesixestunevariablealéatoireàvaleursdansl.tr,safonctiongénératrice

G1 estdéfiniepar: G1 t'i: Ë^'t' :n)ÿ' f € [-1'1]'CettesérieconvergePourtout

nombre complexe z a" *"a'rl'-! 1 et on peut donc définir

Gx{z) :Ë't' = n)z'' Pourtoutz e C telque lzl < 1"

onseProPosededéterminerunéquivalentde@en*oo.

Q.8> MontrerquePour x>0 ona:

'fro(*) 
: l:: h*@)du' où h*(u) :

e.9 > Montrer que Pour tout réel u, tr,(u) - e-*'

e*f 
(i) si lul < $n,

0 si lulZ $"'

n=0 lim
x-â*oo

tout x € ,2

Dans la suite, on désigne Par / Ia fonction de IR dans C définie Par

f(t):eit -1-it tout réel f .
Pour

*

e.2 > Montrer qu'au voisinage de 0 on a : /(t) 2

Q.3 > Montrer que Pour tout r € IR+ et f € IR'

Q.4 > En déduire que Pour r € IR+ et t Ç l-"'n

\e,f 
(tt\, ,-'.# .

Q.5 > soit X une variable a,éatoire à valeurs d,ans IN. Montrer que Pour tout entier k e IN'

P(x - k) : * I:"Gv(eit)e-ikt 
41'

vectoriel normé et F est un sous esPace vectoriel de E. Montrer que F est

Q.6 > Soit E un esPace

un sous esPace vectoriel de E '

Partie I : Préliminaires
2

Q.1 > Montrer que la fonction ' 
F--' sin' est concave sur fo' il ' f" aéa"i'e que sinr > -xPo1l

Q.10 > En utilisant Ie théorème de convergence dominée, montrer qu'au voisinage de +oo on a :

*o _,,lri.

onseproposedanslasuitedecettepartiededémontrerlaformuledeStirling.SoitXunevariable
;;#" irr roit tu tot de Poisson de paramètre n € IN*'

Q.fl > Expliciter la fonction génératrice G1 de X'

nn e_î __ 1orri.
e,u > Montrer alors que , -î- - Tn- t" ' '

Q.rc > En déduiïe la formule de Stirling 
' 

nr' - 1/11in'e-n '

Partie III : Un exemple d'une partie dense

Soit.F = {S e C [0,f] '8(0) = 0] etondésigrreparP llespace des fonctionspolynomiales'

Q.14 > Monüer que .F est un hyperplan fermé de C [0' 1]'

lnilication:ortpourrautiliserl,applicationg'-+s(0).

OnnotePo = î 11P : {f eP : /(0) : 0} etonfixeg € f'

Q.15>Jusfrfierqu,ilexisteunesuitedefon.ctionspolynômiales(P,),enrquiconvergeuniformé-
ment vers 8 sur [0' 1]'

En déduire que la suite (Q')'en définie par Qn - Pn - P'(0) Pour tout n e It"J' converge

uniforrrément vers 8 sur [0' 11 et que 7o' : f'

On fixe h e Cs(B'+) et on Pose 8 (t) : h (- l" 0' ' 
€10' il'

Q.16> Justifier que 8 se prolonge en.11e f3n;tion continue sur [0'1]' notée encore par g' et qui

appartie* à .F' Comparer N- (h) et llgll-'

Q.u > En déduire qu,il existe une suite de fonctions polynomiales (P,),enq 
]elle 

we la suite de

fonctions lx =+ e-xPn(e-'))'eu converge uniformément sur R* vers h'

Soit2Iesous-esPacevectorieldeC6([t+)formédesfonctionsdelaformeh(x)-e-'P(x)
où P e 2' On souhaite montrer dans la suite nt'" ' "" 

une partie dense de Co(lR+)' On pose

ey(x) - e-kr, r€lR+' k€lN*'
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t'
IL

exf 
(t)\ - ,-'*'i"'(i).

Partie II : Une Preuve de la formule de Stirling

ondésignePar@lafonctionde]R+dansCdéfiniePar
lrt

O(r) : I'-'*e*f 
U) d't Pour tout r € IR+'

où / est la fonction définie plus haut'

Q.7>MontrerqueQestcontinuesur]R+etqu,ellevérifie

îo(r) | t l -^'-'*l' 
dt' Pour tout x € lR+'

En déduire que O e Co(lR+)'
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Q.2z > Poün € [rI*,ondésignepara, laprobabilitéconditionneUeP (.(l#l > e)lszn:0,)'Mon-
trer que lim a, - 0.

^ ,r-)æ

Dans la suite, on considère la série entière L p9rr:0)x2" et on désigne par H sa somme.
n)O

Q.2E > Déterminer le rayon de convergence R de cette série. A-t-on convergence au Point .r - R ?

e.29 > Soit Y une variable aléatoire qui suit la loi binomiale de paramètre 
" (2",i). Expliciter la

fonction génératrice Gy de Y.

Q.30 > En utilisant la question Q.5, montrer que

P(s2,,:0) -P(v :ù: *l!,"o,'" (i)":Z lri cosz"(u)du'

Q.31 > En déduire que, pour tout r € I -R, R [,

H(x):i I,r -#*u@
Q.32 > Montrer que pour tout r € J -R, R [,

1
Hlx)

Partie V : Une Série de fonctions

Pour tout réel x € IR+ on Pose

l-oo

n=l

+oo

Er-1)t-t"

s(r) - tt-1)n-1 ln
2n sin (î'-.)

7Te x

e.33 > Montrer que S estbien définie sur IR+ et que Pour tout entier n ) 1, on a

L+
k:n

Q.34 > En déduire que S est continue sur X1+.

2ksin (îr-.) )(h

):,n(effilk+L

fte*

k

2n

e.3s > Montrer que tf -l)t-t rr,
k:7

,§TL s(r) - rn (î)
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* Fin de l'épreuve *

En déduire que

1+


