n—=1,/_1\k
Q.18 > Pour n € N*, on pose An(x) = Y ( k})
k=0

¥, Justifier I'inégalité suivante :

le—Zx _ e—xAn(x)’ < xnne!—x

,  pourtoutx € R+,

Indication : On pourra utiliser I'inégalité de Taylor-

Lagrange.
Q.19 > Montrer que pour tout x € R+

, x"e™* < n"e™ En déduire quee; € D.
Soit n un entier > 2 tel que e, € D. On se

propose de démontrer que e,,; € D. On fixe ¢ > 0, il
résulte de la question Q.18 qu’il existe un

polynéme P € P vérifiant

’e“zy - e“yP(y)} < 25, pour tout y > 0.

On pose M = sup le™*P(x)|.
x€R+

Q20> Justifier qu'il existe un polynéme B, vérifiant

’e—("ﬂ)x — e—nx/Ze—x/an (x)’ < § pour tout x € R,

Q21> Montrer qu’il existe un polyndme Q vérifiant

e /2 _ gmx/20y (x)' < 2M€+ { Pourtoutx € R,

Indication : Remarquer que ¢, € D.

Q.22 > En déduire qu'il existe ¢ € D tel que /e“<”+l)" =

¢ (x)| <& pourtoutx € R+ et conclure
quee, . € D.

Q.23 > Monter alors que D est dense dans Cp(R™).

Partie IV : Application 3 une marche aléatoire

une suite de variables aléatoires indépendantes suivant la méme Joj définie par

P(Xy =1) = P(X, = —1) = %

Pour tout n € N* onpose S, =Xy +Xp + - .- + Xy eton prend Sy = 0.

Q.24 > Déterminer I'espérance et la variance de S,.

Q.25> Soiente > 0etn € N*. Montrer que

p (’—S—" > e> < iz
n ne
o 1 /2n . 1
Q.26 > Justifier que pour n € N* on a P(Sy, =0) = 7 (n ) En déduire que P(S,, = 0) ~ —.
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formule de Stirling a I'aide d’un développement asymptotique
ues applications. Les parties III, IV et V sont indépendantes.

On pourra utiliser les résultats suivants :

+o00 2
° / e~ ZTdx =\2r1.

—00

* Pourtoutz € C, |e?| = eRe(z).

Notations

® Onnote C[0,1] = { ¢:[0,1]] — C, pest continue} qu’on munit de la norme

19l = sup o(t)], ge clo,1].
tefo,1]

* Onnote Gy(R*) = {¢: R+ —s C continue, lim,s ¢ = 0} qu’on munit de Ja norme

Neo(p) = sup o). @€ C(RY).

® On désigne par P I'espace des fonctions

polynomiales. Par abus de language, la locution
“fonction polynomiale” est parfois rempla

cée par polynome.

® Si E estun éspace vectoriel normé et F une partie de E, I'adhérence de F sera notée T.




e On rappelle que si X est une variable aléatoire a valeurs dans N, sa fonction génératrice On se propose de déterminer un équivalent de @ en -0
o
Gy est définie par : Gx )= ¥ P(X= n)tt, tel-L 1]. Cette série converge pour tout 0.8 > Montrer que pour x > OQona:
n=0
nombre complexe z de module < 1 et on peut donc définir
() g

M i u) < VT
0 si |u| > /7.

+00

VFe(x) = |

— 00

© hy(u)du, ou he(u) =
Gx (z) = Z P(X=n)z", pour tout z € C tel que |z| < 1.
n=0

u2
9 M t 6 im =e¢ 7.
Q.9 > Montrer que pour out réel u, x—llH-oo hy(u) =€

Partie I : Préliminaires Q.10 > En utilisant le théoreme de convergence dominée, montrer qu’au voisinage de +ooona:

o

On se propose dans la suite de cette partie de démontrer la formule de Stirling. Soit X une variable

7T _ . 2
Q.1 > Montrer que la fonction x — sinx est concave sur {O, —ﬂ .En déduire que sin x > ;x pour

7T
tout x € [0, —}.
out x 2

Dans la suite, on désigne par f la fonction de R dans C définie par

; . ) aléatoi ui suit la loi de Poi nd met *,
f(t):e”—l—lt pourtoutreelt. ire qui suit la lo1 de oisson de para otren € N

) Q.11 > Expliciter la fonction génératrice Gx de X.

, - t —

Q.2 > Montrer qu'au voisinage deOona: f(t) ~ —> 012> Montrer alors que : ne”" _1_(1)(”).
exf(t)\ _ p2xsin’($),

n! 27T

+ ot
Q.3 > Montrer que pout toutx € RT ett €R, Q.13 > En déduire la formule de Stirling : 11! ~ 2anne "

0.4 > En déduire que pour X € Rt ett € [—7, 7T,

exf(t)\ < 6‘2"%, Partie I11 : Un exemple d'une partie dense

Q.5 > Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N. Montrer que pour tout entier k € IN, Soit F = {g € C [0 1): g(0) =0} eton désigne par P I'espace des fonctions polynomiales.

| @ Q.14 > Montrer que J estun hyperplan fermé de C[0,1].
P(X=k)= o /_n GX(elt\)e“lktdf‘ Indication : On pourra utiliser l'application § — § (0).

_ Onnote Po=FNP={f€P :f(O)zO}etonﬁxegE]—'.
Q.6 > Soit E un espace vectoriel normé et F est un sous espace vectoriel de E. Montrer que F est

un sous espace vectoriel de E. Q.15 > Justifier qu'il existe une suite de fonctions polynomiales (Py)neN qui cONverge uniforme-

ment vers g sur [0, 1].

Partie I1 : Une preuve de la formule de Stirling En déduire que la suite (Qn)neN définie par Qn = P, — P,(0) pour tout n € IN, converge

uniformément vers g sur [0, 1] et que Py = F.
On désigne par @ la fonction de R+ dans C définie par
On fixe h € Co(R™) et on pose 8 (t)=h(=Int), t €0, 1].

T
®(x) = /_ﬂe"f (gt pour tout x € R*, Q.16 > Justifier que g se€ prolonge en une fonction continue sur [0, 1], notée encore par g, et qui

appartient a F. Comparer Noo () et [|$ ]l co-

ot f est la fonction définie plus haut. Q.17 > En déduire qu'il existe une suite de fonctions polynomiales (Pp)nen telle que la suite de

: , e fonctions (x —> e~ P e~ * converge uniformément sur R vers h.
Q.7 > Montrer que ® est continue Sut R+ et qu'elle vérifie © s w(67%))neN conVerge uniformeme

B P Soit D le sous-espace vectoriel de Co(R™) formé des fonctions de la forme h(x) = e *P(x)
|®(x)] < / e FTdt, pourtoutx € RT. oit P € P. On souhaite montrer dans la suite que D est une partic dense de Co(RT). On pose
- ex (x) = ek, xeRY, ke IN*.

En déduire que @ € Co (RT).
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Q.27 > Pour n € IN*, on désigne par a,, la probabilité conditionnelle P \uinﬂ | > e) |S2n = 0). Mon-

trer que rll_l{rc}o an = 0.

Dans la suite, on considere la série entiere ) | P(Sz,; = 0)x?" et on désigne par H sa somme.
n>0

Q.28 > Déterminer le rayon de convergence R de cette série. A-t-on convergence au point x = R?

Q.29 > Soit Y une variable aléatoire qui suit la loi binomiale de parameétres (Zn, %) Expliciter la
fonction génératrice Gy de Y.

Q.30 > En utilisant la question Q.5, montrer que

T 7
P(S3p =0) = P(Y =n) = 51—/ cos?" (%) dt = %/07 coszn(u)du.

TJ—m

Q.31 > En déduire que, pour tout x € |—R, R],

H(x):_%/*? du _

mJo 1—x2cos?(u)

Q.32 > Montrer que pour tout x € |—R, R|,

1
H(x) = ———-
(x) —=
Partie V : Une Série de fonctions

Pour tout réel x € R™ on pose

4-00 e
S(x) = Z{(—l)""1 In|1+ e
n=1 2nsin (—z-e“")

Q.33 > Montrer que S est bien définie sur R* et que pour tout entiern > 1, on a

e *

Sln(1+

400
Z(——l)k'lln 1+ mz—l)—n> .

k=n 2k sin (%e—x)

Q.34 > En déduire que S est continue sur Rt.

2n k+1 24 (n!)*
1 -
Q.35 > Montrer que k;(_l) In ( - ) In ((Zn!)(Zn - 1)!).

En déduire que

lim S(x) =In(%).

X—> 400 2

* Fin de I’épreuve x
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